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Predhovor

Tento ucebny text je urceny Studentom druhého rocnika stavebnej fakulty Slo-
venskej technickej univerzity, Studujicim na smere aplikovand matematika. Pred-
stavuje spisané a v niektorych castiach mierne rozsirené predndsky z predmetu
linedarna a nelinedrna optimalizicia.

Struktira tohoto textu je upravena tak, ze kazd4 kapitola tvori jednu prednésku.
Citatelovi predkladdme 11 kapitol, ¢o je podla nagich skisenosti maximglny mozny
pocet prednasok, ktory sa d4 stihnit pocas 13-tyzdiového semestra. Kedze v ,,zlych
rokoch* sa Casto nestihne ani 11 prednasok, tak za pomoci tejto ucebnice si Student
moze doplnit svoje vedomosti samostidiom.

Po obsahovej stranke je uéebnica mimoriadne homogénna, mozno ju vsak rozdelit
na tri celky. V kapitoldch 1 az 5 sa zaoberdme linedrnym programovanim. OpiSeme
ulohu linedrneho programovania a simplexovy algoritmus, ktorym tito dlohu vyrie-
Sime. V tretej kapitole opisujeme rozlicné aplikacie linedrneho programovania, dalej
sa venujeme dualite a analyze senzitivity. V kapitole 6 sa zaoberame celociselnym
programovanim. OpiSeme jednu metodu rezov a vSeobecnej§iu metédu vetvenia.
Nasleduju kapitoly 7 az 11, ktoré sa zaoberaji nelinedrnym programovanim. Opi-
Seme Lagrangeove multiplikatory, Kuhn-Tuckerove podmienky, Wolfeho metddu,
metodu pripustnych smerov a Uzawovu metdodu.

7 uvedeného vyplyva, ze ucebnica obsahuje viaceré zaujimavé algoritmy. Tieto
algoritmy dokladne opisujeme a skimame, avsak nedokazujeme ich. Citatela, ktory
sa o dant problematiku zaujima hlbsie, odkazujeme na literatiru uvedent v zavere
ucebnice.

Predpokladame, ze Studenti si v pamati uchovali isté vedomosti z prvého roc¢nika.
VyuZivame najma linedrnu algebru (pri linedrnom programovani) a calculus funkcie
viacerych premennych (pri nelinedrnom programovani). Napriek tomu, nevyhnutné
fakty o funkcii viacerych premennych prezentujeme v 1ivode kapitoly 7.

Ucebnica by mala slazit nielen ako doplnok rovnomennej prednasky, ale aj ako
sprievodny text k cviceniam. Preto sme na koniec kazdej kapitoly zaradili mnozstvo
nerieSenych prikladov.

Zaverom tohoto tivodu chcem podakovat recenzentom RNDr. Miroslavovi Huz-
varovi, PhD a doc. RNDr. Ludovitovi Nieplovi, CSc, za cenné pripomienky. Tiez
chcem podakovat Mgr. Gabriele Kubickovej za jazykovi tpravu.

Autor



1 LINEARNE PROGRAMOVANIE

Definicie

Uloha linearneho programovania je optimaliza¢ny problém, ktory m4 nasle-
dujuce vlastnosti:

(1) Optimalizuje (a to bud maximalizuje, alebo minimalizuje) linedrnu uce-
lovi funkciu viacerych premennych.

(2) Premenné, ktoré sa vyskytuji v G¢elovej funkcii, musia spliat dané linesr-
ne ohranicenia. Kazdé z tychto ohraniceni je bud rovnicou, alebo neostrou
nerovnicou, €¢ize v ohranic¢eniach nemo6zu byt ostré nerovnice.

(3) Premenné mézu nadobudat redlne hodnoty, aviak na niektoré z nich méze
byt kladena podmienka, Zze musia byt nezaporné.

Podla predchddzajiceho, uloha linedrneho programovania m4g tvar

opt z = c1x1 + cox2 + - - - + CcpTy
ak plati a1,1T1+ a12T2+ ...+ 01,y Oy by

2,11+ G22T2+ ...+ a2 ,Ty, O ba

A 1T1F A 2T+ - .+ Ay T Uy by

pricom z; > 0 prei € I, kde I C {1,...,n}

Tu ,,opt® je ,max", alebo ,,min“; kazdy symbol ,[];* je bud ,=*, alebo ,<*, alebo
5> X1, ..., Ty SU Premenné; ¢y, ...Cp, G1.1,-- -, Amp & b1, ..., by sl redlne isla.

Pripustné rieSenie ulohy linedrneho programovania je taka n-tica premennych,
ktor4 spiiia vietky ohranicenia. Pre maximalizaény (minimalizaény) problém je op-
timalne riesenie také, ktoré je pripustné, a naviac spomedzi vSetkych pripustnych
rieSeni prave v tomto nadobida tucelova funkcia najvacsiu (najmensiu) hodnotu.

Uvodné priklady

Uvedieme tri priklady ulohy linedrneho programovania. Tieto priklady uviddzame
vo v§eobecnej forme, pretoze v konkrétnom tvare ich budeme rozoberat v kapitole 3.
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PRIKLAD 1.1. Predpokladajme, ze podnik vyrdba tovary Ty, T, ... T, zo suro-
vin Sy, 59, ..., Sn, pricom kazdy tyzden je k dispozicii b; jednotiek suroviny S;. Pri
vyrobe jednej jednotky tovaru Tj sa spotrebuje a; ; jednotiek suroviny S;, pricom
1 <i1<mal<j<n. Zostrojte matematicky model, ktory maximalizuje zisk
podniku, ak zisk z vyroby jednej jednotky tovaru Tj je c;.

RIESENIE. Ak ozna¢ime symbolom z; pocet jednotiek tovaru T}, ktoré ma pod-
nik tyzdenne vyrabat, tak matematickym modelom je

maxz = Ci1Z1 + C2Za2 + -+ + CpTy,

ak a1’1$1+ 0,172.’1724- ot a1.nTn < bl

a2 121+ a22T2+ ...+ a2,T, < by

Um, 121+ Om 2T2+ . - o A Ty < bm

kde T1,T2...T, >0 O

PRIKLAD 1.2. PoInohospodarsky podnik potrebuje zostavit kimnu zmes pre
kravy. Vie sa, ze krava ma denne skonzumovat latky Ly, Ls,..., L,,, pricom mini-
malna denna spotreba i-tej latky na kravu je b;-jednotiek. K dispozicii si krmiva
Ki,Ks,...,K,, pricom v jednom kilograme krmiva K; je a;; jednotiek latky L;
(1<i<mal<j<n).Zostrojte matematicky model, ktory minimalizuje ndklady
podniku, ak cena jedného kilogramu krmiva Kj je c¢;.

RIESENIE. Ak oznacime symbolom z; pocet kilogramov krmiva K, ktoré md
podnik nakupovat pre jednu kravu na jeden den, tak matematickym modelom je

minz = c1xy + Lo + -+ -+ cpxn

ak  a1171+ @122+ ..+ a1 Ty > by

0,2’1.7,'1+ 01272.’1724‘ ot a2 nTn Z bg

U, 121+ Qm 2T2+ . - o+ QT 2 bm

kde .’13'7;,.172....73‘"20 |

PRIKLAD 1.3 (DOPRAVNA ULOHA). Pre isty tovar mame k dispozicii m doda-
vatelskych miest D, Dy, ..., D,, a n odberatelskych stanic Sq,Ss,...,S,. Doda-
vatelia maju dany tovar v mnozstvach di,d,,...,d,, a spotrebitelia ho ziadaju
v mnozstvach sq, s, ..., s,. Vieme, Ze cena za prepravu jednej jednotky tovaru od
dodavatela D; k spotrebitelovi S; je c; ;. Zostavte matematicky model minimali-
zujuci naklady a zabezpecujici poziadavky vSetkych odberatelov.

RIESENIE. Ozna¢me symbolom z;; pocCet jednotiek tovaru prepraveného od
dodévatela D; k spotrebitelovi S;. Potom matematickym modelom je
6



minz = (c1121,1 + -+ C1p%1n) + (21021 + -+ Con%2n) +

+...+ (Cm,lxm,l + -4 Cm,n-rm,n)

ak  z11+ T2+ A+ 21, < dy

xm,1+ xm,2+ St Tm,n S dm

.’13171-|- $2,1+ R Tm,1 = 81

Tint Tont . -+ Tmn = Sn

kde pre vSetky z; ; plati z;j >0 O

Grafické rieSenie

Ak méame v tlohe linedrneho programovania len dve premenné, povedzme x;
a Tz, potom mozno tito ilohu riesit graficky v rovine s osami z1 a .

Postup vysvetlime na nasledujicom priklade.
PRIKLAD 1.4. Vyrieste tlohu linedrneho programovania

maxz = 221 + 3x2

ak 1+ 2x9 <10

r1+ T2 S 6
I S 4
Ty, T2 Z 0

RIESENIE. Kedze st vSetky ohraniGenia linedrne, je jednoduché najst mnozinu
pripustnych rieSeni, pozri vysrafovani c¢ast na Obrazku 1.

‘.T1+.T2:6

2.731 +3£L'2 =0

Obrézok 1
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Uctelové funkcia je z = 21 + 3z5. Nasu tlohu vyriesime, ked zostrojime priamku
rovnobezni s 2z; + 3zo = 0, ktord sa ,zhora® dotyka vysrafovanej oblasti. Bod
dotyku je potom optimalnym rieSenim.

Vsimnime si, ze takto zostrojend rovnobezka musi prechadzat aspon jednym
vrcholom vysrafovanej oblasti (bodom, v ktorom sa pretinaji dve , hrani¢né“ priam-
ky). Teda riesenie mézeme najst aj tak, ze uréime suradnice vSetkych vrcholov
vySrafovanej oblasti a nasledne zistime, v ktorom z nich je hodnota celovej funkcie
najvacsia.

V nasom priklade ma vysrafovand oblast len pét vrcholov, ktorymi si A = (0, 0),
B =(4,0),C=(4,2), D= (2,4) a E = (0,5). Kedze

2-0+3-0=0
2:4+3-0=28
2-443-2=14
2-243-4=16
2:0+3-5=15

tak optimalne rieSenie sa nadobida pre x; = 2 a x93 = 4, pricom optimalna hodnota
ucelovej funkcie je z = 16. [

Typy rieSeni tlohy linearneho programovania

Uloha line4rneho programovania moéze mat Styri zasadne rozne typy rieSeni.
V nasledujicom uvadzame priklad pre kazdy z tychto typov. Kedze tieto priklady
maju len dve premenné, tak pre kazdy priklad zobrazime mnozinu pripustnych
rieSeni (Srafovand oblast) a optimdlne rieSenia (tu¢né body).

(1) Uloha nema pripustné riesenie.

maxz = I+ To T
2

ak 1 >3
xy <2 0

r1,22 > 0 A

(2) Uloha m4a pripustné rieSenie, aviak nemd optimdlne rieSenie.

2.

maxz = i+ To
ak .73‘1+2.T222

X1, T2 2 0




(3) Uloha m4 jediné optimélne rieSenie.
maxz = xi1+ Io Lo
ak 1 <3

T2 S 2

1,722 20 ' 1

(4) Uloha m4 nekoneéne vePa optimélnych rieSeni.

maxz =xi+ Io

ak T <3
9 §2
T1+ 29 <4

z1,72 > 0 z1

Vsimnime si, ze hoci su koeficienty tlohy linedrneho programovania zvacsa celo-
Ciselné, rieSenia moézu obsahovat raciondlne ¢isla. To znamenad, Ze linedrne progra-
movanie sa pouziva vtedy, ked ocakdvame velké hodnoty premennych, alebo ked
ocakdvame (a vieme interpretovat) racionalne rieSenie. Ak rieSenim musia byt celé
¢isla, tak pouzivame met6dy celo¢iselného programovania (pozri kapitolu 6), no
aj tieto metédy vyuzivaji (raciondlne) rieSenie zodpovedajicej tlohy linedrneho
programovania.

Transformacia dlohy linearneho programovania

V nasledujicej kapitole opiSeme algoritmus rieSiaci tlohu linedrneho progra-
movania. Tento algoritmus riesi tlohu, ktord je v kanonickom tvare. Preto potre-
bujeme tento tvar zaviest. Kanonicky tvar ilohy linedrneho programovania je
maximalizacny problém nasledujiceho tvaru, v ktorom by, bo, ..., b, > 0.

maxz = Cc1x1 + Caxa2 + -+ -+ ChTp

ak  a1171+ a12T2+ ...+ A1 nTn = b1

az,l.’L’l-ﬁ- 0,2,2.’1,'24- R A2,nTn = b2

O 1T1F Qm 2T2+F ...+ A Ty, = by
1,22y s Ty = 0
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Kazda tloha linedrneho programovania sa da transformovat na s fiou ekviva-
lentnu ulohu v kanonickom tvare, pricom sta¢i pouzit Styri pravidla:

(1) Zmena problému na maximalizaény.
Ak ma tcelova funkcia tvar min z = ¢121 + cax9 + - - - + ¢, Z,, tak ekvivalentnd
formulacia je

max(—z) = (—c1)x1 + (—c2)z2 + - - - + (—cpn)Tn.

(2) Zmena nerovnic na rovnice.
Do kazdej nerovnice priddme jednu novi (pre kazdd nerovnicu inti) premenni.
Nerovnicu

a;1T1 + ;2T + -+ A 0Ty > by nahradime rovnicou

a; 171 + @3 2T + -+ + A 0T — vV = by, v >0,

zatial ¢o nerovnicu

a;1T1 + ;2% + 0+ ATy < by nahradime rovnicou

;11 + a; 22+ + G Ty +V = b;, v > 0.

(3) Zmena koeficientov na pravej strane na nezaporné.
Ak je niektory z tychto koeficientov zaporny, tak prendsobime prislusni rovnicu
konstantou —1.

(4) Zmena premennych na nezaporné.
Ak premennd x; moZze nadobidat aj zaporné hodnoty, tak kazdy jej vyskyt
v tilohe nahradime vyrazom (r] — z;) a priddme ohranicenia ;" > 0 a z; > 0.

Ked prevedieme vSetky uvedené transformécie, dostaneme novi ilohu linedrneho
programovania, pricom tato tloha je ekvivalentna s pé6vodnou. To znamena, Ze z op-
timalneho rieSenia Tubovolnej z tychto tloh vieme (v podstate okamzite) zostrojit
optimalne rieSenie druhej.

PRIKLAD 1.5. Transformujte nasledujicu tlohu linedrneho programovania na
ulohu v kanonickom tvare.

min z = 2x7 — 3x9 + x3

ak 21+ 29— 223> 4
1+ X9 =-2
r1— 2.’1,’2+ I3 S 6

T1,T2 > 0
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RIESENIE. Aplikiciou pravidiel (1), (2), (3) a (4) dostdvame tlohu linedrneho
programovania;:

max(—z) = —271 + 312 — 75 + 5
ak T+ x2—2a:§L+ 2x3 — v =4
—T1— T2 =2
r1— 2x9+ x;— Ty +v9 =6
x]_,./L'Q,./L';,.T:;,'U]_,’UQ >0 O
Cvicenia

CVICENIE 1.1. Graficky vyrieSte ilohy linedrneho programovania
a) maxz = I + Ta b) max z = 4z1 + T

ak z1+x29<3 ak bxri1+ z2 <9

T1— T2 >4 1+ 222 <5
z1,72 > 0 1,72 > 0
c) maxz = —x; + 279 d) maxz = 31 + Ty

ak x1— 29 <2

T1+ T2 2> 2

ak 3z1+2x9 <9

2.’131+ 3.’172 Sg
z1,22 2> 0 1,22 20
e) minz = —x1 + 329 f) min z = 31 + 529

ak —x1+229 <1 ak 3xzi+4x9 > 39

r1— 319 <3 3r1+ dxe > 45
-/Lllr/BZZO 371737220
g) max z = 2x; — 8o h) minz = 1 — To
ak —4x1+ 329 <12 ak r1+ 2 <6
x1—A4z9 < 4 r1— 12 >0
201+ 319 <12 —T1+ 29 >3
1,22 20 z1,T2 2> 0
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CVICENIE 1.2. Graficky vyrieste ulohu linedrneho programovania,

max z = 2x1 + 3z

ak x1+ x2> 6 2r1+ 292 >9
3$1+ T2 Z 11 xr1+ 2.7)2 28
r1+3x9> 9 Ty, T2 >0

CVICENIE 1.3. Nadnarodnd korporéacia vyrdaba limuziny a terénne autd. Je zna-
me, ze jej typicki zakaznici si muzi a zeny s vysokym prijmom. Vedenie spolocnosti
sa rozhodlo, ze spusti masivnu reklamnu kampan v televizii, aby zvysilo predaj svo-
jich vozidiel. Ich reklamné 1-minttové spoty sa budu pustat v komédiach a v Spor-
tovych prenosoch. Kazdu reklamu v komédii bude vidiet 70-tisic Zien s vysokym
prijmom a 20-tisic muzov s vysokym prijmom. Kazdu reklamu pocas Sportového
prenosu bude vidiet 20-tisic Zien s vysokym prijmom a 120-tisic muzov s vysokym
prijmom. Minttovy spot pocas komédie stoji 10 000 doldrov a minitovy spot pocas
Sportového prenosu stoji 20 000 dolarov. Spolo¢nost chce mat istotu, ze jej reklamné
spoty bude vidiet aspon 280 tisic zien s vysokym prijmom a aspon 240-tisic muzov
s vysokym prijmom (ked potencidlny zdkaznik vidi dva spoty, pocita sa za dvoch).
Sformulujte tlohu linedrneho programovania, ktord riesi naroky firmy a na vystupe
dé rozpis rekldm minimalizujici ich cenu. Nésledne graficky vyrieste tito ulohu.

CVICENIE 1.4. Transformujte nasledujicu ulohu linedrneho programovania na
ulohu v kanonickom tvare

minz = x1 + 229 — 3x3 + 4 — T5
ak  x1+ x4+ z3+ x4+ T5> D
2x1— 39 + 624 —8
3x1+ 3x9+ 2x3— 214+ 625 < 60
6x1+ Txa — Z4 < 45
2x1 4+ x44+5x5> T

-/L.17'/E27'7’.420 .’II3,.’E5ER
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2 SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Simplexovy algoritmus je postup, ktorym sa d4 vyriesit l'ubovolnd tloha line-
arneho programovania. Schématicky ho mozno zapisat nasledujico:

Krok 0 (inicializécia): Ulohu linedrneho programovania prevedieme na tlohu
v kanonickom tvare. VSetky koeficienty a premenné zapiSeme do tabulky.

Krok 1: Ak je sucasné rieSenie optimélne, skoné¢ime. V opa¢nom pripade ndjde-
me v tabulke jeden koeficient, ktory nazyvame pivot, a eliminaciou zodpovedajtce-
ho stipca zostrojime novi tabulku. Potom sa opat vratime na krok 1.

Podrobnejsie vysvetlime tento algoritmus na priklade.

PRIKLAD 2.1. Vyrieste tlohu linedrneho programovania

max z = 221 + 3z»

ak z1+2x9 <10
1+ 22 < 6
I S 4

T1,T2 > 0

RIESENIE. Najprv transformujeme problém na tlohu linedrneho programovania
v kanonickom tvare, ¢ize priddme nové premenné vy, v, vz > 0.

max z = 221 + 3x9

ak 1+ 229+ V1 =10
1+ X2 + Vg = 6
1 —{—’03: 4

Tr1,T2,V1,v2,v3 > 0

Teraz zapiSeme ivodnu simplexovi tabulku. V prvom riadku tejto tabulky
budu zoradené vSetky premenné. Do riadkov v strednej casti tabulky zapiSeme
koeficienty rovnic, a to tak, ze kazdy koeficient bude v stfpci tej premennej, pri
ktorej stoji. Na pravej strane za Ciarou budud pravé strany prislusnych rovnic. Na
lavi stranu zapiSeme premenné, ktoré su eliminované, ¢ize v im zodpovedajicom
stipci je len jeden koeficient nenulovy a tento méd hodnotu 1 (premennd sa vyskytuje
v tom riadku, v ktorom je hodnota 1). Premenné na lavej strane nazyvame bézické,
pretoze tvoria bazu sucasného riesSenia. Do spodného riadku pod ¢iaru zapiSeme

13



koeficienty ucelovej funkcie v tvare
z2—2x1—3x9=0

Trto tabulku interpretujeme tak, ze vSetky premenné s vynimkou bazickych majui
hodnotu nula. Hodnota bazickych premennych je na pravej strane. To znamena, ze
v nasSej uvodnej tabulke mame v, = 10, v9 = 6, v3 =4, 1 = 0 a 22 = 0. Podobne
¢itame aj posledny riadok, Cize z = 0.

YA T2 U1 (% U3
nw |1 (@ 1 0 o0 |10
w |1 1 0 1 0 |6
vs |1 0 0 0 1 |4
z -2 =3 0 0 0 |0

Test optimalnosti. Ak st vSetky koeficienty v strednej ¢asti posledného riadku
simplexovej tabulky nezaporné, tak je sticasné rieSenie optimélne. V takom pripade
je na pravej strane posledného riadku optimélna hodnota tcelovej funkcie.

Ak sucasné rieSenie nie je optimélne, tak si zvolime jeden zo stipcov, v ktorom
sa v poslednom riadku vyskytuje zadporné ¢islo. V naSom priklade si vyberieme

druhy stlpec (stlpec premennej z,). Teraz ndjdeme minimum zo zlomkov -2, Gize
a; 2

min{2, 2} (koeficienty a; » < 0 neuvazujeme). Kedze minimom je 1 = 5, koeficient
2 v prvom riadku zakrizkujeme. Tento koeficient sa nazyva pivot a vyssSie opisand
volba zarucuje, ze koeficienty na pravej strane zostani nezaporné.

Teraz budeme eliminovat ¢isla v druhom stipci ekvivalentnymi riadkovymi ope-
raciami (Gaussovou elimina¢nou metédou) tak, aby sa pivot zmenil na 1. V§imnime
si, Zze ak je pivotom a; j, na pravej strane ¢-teho riadku je b; a prvok posledného

riadku v j-tom stipci je —c;, tak hodnota tcelovej funkcie sa zvysi o
b;

Ci *
9 9
@i, 5

Cize v naSom pripade o 3 - % = 15. Dostavame novu simplexovu tabulku, v ktorej

su hodnoty bazickych premennych xzo =5, vo =1 a vz = 4.

1 To U1 U2 U3
z2 |3 1 2 0 0 |5
v |(3) 0 -3 1 0 |1
v3 | T 0 0 0 1 |4
1 3
z |-3 0 3 0 0 |15

V tejto tabulke je uz len jeden stfpec so zapornou hodnotou v poslednom riadku.

Kedze min{l/%, 712,% = ﬁ, tak pivot lezi v druhom riadku. Po eliminovani

prvého stipca dostavame
14



Z1 T2 U1 (%) U3
T2 0 1 1 -1 0 4
T 1 0 -1 2 0 2
U3 0 0 1 —2 1 2
z 0 0 1 1 0 16

Kedze koeficienty v poslednom riadku si nezaporné, podla testu optimélnosti
je sucasné rieSenie optimdalne. Simplexov algoritmus skoncil. Optimdlnym rieSenim
nasej ulohy je 1 =2, 29 =4 (v3=2)az=16. O

Tabulku optimalneho rieSenia nazyvame optiméalna tabulka. Poznamenajme,
ze Priklad 2.1 je totozny s Prikladom 1.4. Tento sme v minulej kapitole vyriesili
graficky. V§imnime si, ze Givodna simplexova tabulka zodpovedd bodu A z Obréaz-
ku 1, druhd tabulka bodu E a optimélna tabulka bodu D. V skutoc¢nosti toto
je princip prace simplexovej metédy. Prechadzanim od jedného bazického rieSenia
k druhému, CiZe od jednej simplexovej tabulky k dalsej, traverzujeme hrany akéhosi
konvexného telesa v priestore (v nasom pripade bol tento priestor dvojrozmerny),
a jednotlivé stavy algoritmu (tabulky) zodpovedaji vrcholom tohoto telesa.

V nasledujicom priklade si ukazeme, ako sa da rozpoznat, ze dana tloha ma
nekonecne vela rieSeni.
PRIKLAD 2.2. Vyrieste tlohu linedrneho programovania

maxz = x1 + o

ak x1t+29 <4

I1 §3
9 SQ
Z1,T2 ZO

RIESENIE. Pridanim novych premennych vq,vs,v3 > 0 prevedieme tlohu na
kanonicky tvar a postupom, ktory sme opisali v Priklade 2.1, zostrojime tivodnu

simplexovi tabulku

Z1 ) 1 V2 U3
v |11 1 0 0 |4
v () 0 0 1 0 |3
v |0 1 0 0 1 |2
z -1 =1 0 0 0 |0

V poslednom riadku mame dve zaporné ¢isla, takze mame dve moznosti na vyber
stlpca. Vyberme si prvy. Kedze min{4,2} = 2, pivot je v druhom riadku. Elimi-
novanim ostatnych prvkov v prvom stipci dostavame
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Z1 T2 U1 (%) U3
w o @O 1 -1 0 |1
z1 |1 0 0 1 0 |3
v O 1 0 0 1 |2
210 -1 0 1 0 |3

Teraz mame v poslednom riadku jediné zaporné cislo, takze si zvolime druhy
%, %} = %, pivot je v prvom riadku. Eliminovanim ostatnych
prvkov v druhom stfpci dostaneme

stipec. Kedze min{

YA Z2 U1 (% U3
s | 0 1 1 -1 0 |1
z |1 0 0 1 0 |3
v |0 0 -1 (1) 1 |1
zlo o0 1 o0 0 |4

Tato tabulka je optiméalna, avSak v poslednom riadku mame 0 aj v stfpci neba-
zickej premennej vs. Toto nam indikuje, Ze tloha ma nekonec¢ne vela rieseni. To

preto, lebo mozeme zaviest vy medzi bazické premenné a hodnota ucelovej funkcie
sa zvySioc;- b — . b = . Kedze min{é, 11 =1 145 pivot je v tretom riadku.
A, 5 aj, 4 1’1 1

Eliminovanim prvkov vo §tvrtom stlpci dostdvame dalSie optiméalne rieSenie

YA T2 U1 (% U3
T 0 1 0 0 1 2
T 1 0 1 0 -1 | 2
Vg 0 0 —1 1 1 1
z 0 0 1 0 0 4
V prvom optimdlnom rieSeni sme mali x; = 3 a o = 1, zatial ¢o druhym

optimélnym rieSenim je x; = 2 a x9 = 2. Porovnajte rieSenia, ktoré sme ziskali
simplexovym algoritmom, s grafickym rieSenim Prikladu 2.2 (pozri stranu 9). O

Poznamenajme, ze ak si Aj, Ao, ..., A vSetky optimdalne bazické rieSenia tilohy
linedrneho programovania, ¢ize ak si Aq, Ag, ..., A vSetky mozmé konec¢né stavy
tabulky ziskané simplexovym algoritmom, tak pripustné rieSenie A je optimalnym
prave vtedy, ked je konvexnou kombindaciou rieSeni Ay, As, ..., Ag. To znameni,
ze A je optimalnym rieSenim prave vtedy, ked existuju ¢isla Ai, Ag, ..., g také, ze

k k

Z)\zAz:A a Z)\i:1

i=1 i=1
al0< )\, <1lprekazdé:=1,2,...,k.

Teraz opiSeme, ako sa d4 pomocou simplexového algoritmu nahliadnut, Ze dana
uloha ma pripustné, avSak nema optimalne rieSenie.
16



PRIKLAD 2.3. Vyrieste tlohu linedrneho programovania
maxz =xi + xo
ak T1— Lo <2
—x1+ 29 <3
1,22 >0

RIESENIE. Pridanim novych premennych v1,v9 > 0 prevedieme tilohu na kano-
nicky tvar a zostrojime tvodni simplexovi tabulku

I T2 U1 V2

w | -1 1 o0 |2

vg | —1 1 0 1 3

V poslednom riadku mame dve zaporné cisla, takze mame dve moznosti na vyber
stlpca. Vyberieme si prvy. Kedze v tomto stlpci je jediné kladné ¢islo, toto ¢islo je
pivotom. Eliminovanim ostatnych prvkov v prvom stlpci dostavame

T ) U1 V2

1 1 -1 1 0 2
Vg 0 0 1 1 )

z 0 -2 1 0 2

Tato tabulka nie je optimélna, lebo v poslednom riadku je v druhom stipci
zaporné ¢islo. AvSsak v tomto stfpci nevieme vybrat pivota, pretoze nemame k dis-
pozicii kladny koeficient. To ndm indikuje, Ze hoci ma dand tiloha pripustné rieSenie,
nema optimalne rieSenie. [

Ulohy linedrneho programovania, ktoré sme prezentovali v Prikladoch 2.1, 2.2
a 2.3, su velmi Specidlne. Vo vsetkych troch pripadoch sme zavedenim novych pre-
mennych v1, ve a vs ihned ziskali bazické pripustné riesenie (¢ize bazu), v ktorom
bola hodnota vSetkych povodnych premennych 0.

Ak zavedenim novych premennych neziskame bézu, tak do tlohy zavedieme
umelé premenné. Pridanie tychto premennych moze prekritit vyznam pévodnych
rovnic, a preto spociatku musime minimalizovat novi ucelovi funkciu, ktord je
suctom umelych premennych. Ked na tento sucet aplikujeme simplexovy algorit-
mus a minimum novej tcelovej funkcie bude 0, ziskame pripustné riesenie. MoZeme
vynechat novid ucelovi funkciu s umelymi premennymi a pokracovat klasickym
simplexovym algoritmom. Ak je v8ak minimum novej tucelovej funkcie (ktord je
su¢tom umelych premennych) vicsie ako 0, tak tdloha nemd pripustné rieSenie.
Ked?Zze pri tomto postupe rieSime dve ulohy linedrneho programovania, nazyvame
ho dvojfazovy simplexovy algoritmus.

Uvedeny postup opat vysvetlime na priklade.
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PRIKLAD 2.4. Vyrieste tlohu linedrneho programovania

maxz = 2x1 — 2x9 + 523 + 14

ak 2.7)1+ 4.’L‘2+ I3 S 100
T +5x3+ x4 <200
To+ dx3+ 2x4 =200

1+ 9 + x4 =150

X1,T2,%3,T4 Z 0

RIESENIE. Najprv transformujeme problém na kanonicky tvar pridanim novych

premennych. Ziskame ohranicenia

201+ 4x9+ z3 + v =100
T1 +bx3+ x4 + v9 =200
To+ 4w3+ 214 =200

T1+ T2 + x4 =150

Z1,T2,%3,T4,V1,V2 2 0

V prvych dvoch riadkoch mame premenné v; a vy, ktoré si vhodné na tdvodnu
bazu. Aby sme ju skompletizovali, priddme umelé premenné p; a py do zvySnych

dvoch riadkov

201+ 4x9+ x3 + v
T + 523+ x4 + vg

To+4x3+ 214 +p1

$1+ I + T4

=100
=200
=200

+ py =150

Z1,T2,%3,T4,V1,V2,P1,P2 Z 0

Ziskali sme bazu, avSak jej zodpovedajicu simplexoviu tabulku interpretujeme
v1 = 100, vo = 200, p; = 200 a py = 150, Co nie je pripustné rieSenie danej ulohy
linedrneho programovania. Preto budeme v prvej faze minimalizovat ¢ = p; + pa,
¢o je ekvivalentné maximalizécii vyrazu —q¢ = —p; — p2. KedZe premenné maju byt
na jednej strane rovnice (pozri zaciatok rieSenia Prikladu 2.1), potrebujeme tento
vyraz zapisat v tvare —g+p; +p2 = 0. Problém je, Ze p; aj pa musia byt eliminované
aj z posledného riadku. Preto ur¢ime hodnoty p; a ps z poslednych dvoch rovnic
a ziskané vyrazy dosadime za p; a ps do rovnice —q + p; + p2 = 0. KedZze

p1L = — x9—4x3— 2x4+ 200

P2 =—x1— T2 — x4+ 150,
p1+p2 = —x1— 2x9— 4x3— 314+ 350
—q — x1 — 2x2 — 4wz — 314 = —350
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Dostavame tvodni simplexovi tabulku

I Z2 T3 T4 U1 ) p1 b2
VU1 2 4 1 0 1 0 0 0 100
Vg 1 0 ) 1 0 1 0 0 200
pp |0 1 4 (2 0 0 1 0 |20
P2 1 1 0 1 0 0 0 1 150
z -2 2 -5 -1 0 0 0 0 0
—-q | -1 -2 -4 =3 0 0 0 0 |—350

Teraz budeme pokracovat simplexovym algoritmom, pricom urcujicim je po-

sledny riadok. V tomto riadku su §tyri zaporné ¢isla. Podla simplexového algoritmu
si mozeme vybrat Iubovolny z tychto Styroch stlpcov so zadpornym koeficientom
v poslednom riadku. Vyberieme si §tvrty (pripomeiime, ze hodnota ticelovej funkcie

b ), Kedze min{290, 200 1501 — 200 " iyot je v tretom riadku.
;5 1 2 1 2

vzrastie o c; -

Eliminovanim ostatnych prvkov vo stvrtom stipci dostavame

rr T2 T3 T4 U1 U2 P11 P2
w (2 4 1 0 1 0 0 0 |100
v2 |1 -2 3 0 0 1 -1 0 |100
s [0 2 2 1 0 o I 0 |100
p» |1 + -2 0 o0 0 -1 1 |50
z |-2 2 -3 0 0 0 3 0 |100
—q|-1 - 2 0o o0 0 %2 0 |-50

Teraz nijdeme pivota v prvom stipci, lebo v tomto stipci je v poslednom riadku
zaporné Cislo. Kedze min{%, lio, ? = % = ?, pivota mozeme zvolit v prvom,
alebo vo Stvrtom riadku. LepSou volbou je §tvrty riadok, lebo pri jeho vybere
dostaneme z béazy pre¢ posledni umeld premennu p,. Napriek tomu vyberieme
horsiu moznost, aby sme demonstrovali mozné komplikacie simplexového algoritmu.

Eliminovanim ostatnych prvkov v prvom stipci dostavame

1 T2 T3 T4 U1 V2 n p2
¢ [ 12 £ 0 2 0 0 0 |50
vow |0 -2 52 o -1 1 -3 0 | 50
x4 [0 3 2 1 0 0 3 0 |100
p2 | 0 -3 o -1 o -1 1 0
z 0o B -2 0 1 0 3 0 |200
—q |0 2 2 o L 0o 2 o0 0
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Teraz —q dosiahlo teoretické maximum 0, ¢iZe obidve umelé premenné p; a ps
maji hodnotu 0. To znamend, Ze rieSenie x1 = 50, £9 = 0, 3 = 0 a x4 = 100 je
pripustné. Problém je, ze py zostalo v baze. Preto nemozeme z tabulky vynechat
posledny riadok a stfpce zodpovedajice umelym premennym p; a ps. V dalSom
kroku sme nuteni vyhodit ps z bazy, hoci tym narusime Standardny postup sim-
plexového algoritmu.

Pripomenme, Ze hodnota ucelovej funkcie vzrastie o c¢; - abfj. 7 toho dovodu
zvolime pivota vo §tvrtom riadku, v ktorom méame by = 0. Tato volba pri nasledne;j
eliminécii nezmeni ziadne ¢islo z pravej strany, takze ¢isla na pravej strane zostanu

nezaporné. Eliminovanim tretieho stlpca dostavame

ry T2 T3 T4 U1 2 P11 P2
z [ 1 2 0 o & 0o -1 1 |50
v2» |0 -4 0 0 -1 1 -1 1 | 50
s |0 -& 0o 1 -2 o L % |100
zz |0 2 1 0 LY o I =20
z [0 T o o I o & -—-%|200
-0 o0 0o o0 0 0 1 1 0

Teraz st obidve umelé premenné p; a ps mimo bazy (Co znaci, Ze ich hodnoty

su 0), takze im zodpovedajice stlpce mézeme z tabulky vynechat a vynechdme aj
posledny riadok. Dostavame tabulku

ry T2 X3 T4 U1 V2
17 4
@ |1 3 0 0 5 0 | 50
v2 |0 -4 0 0 -1 1 | 50
z, |0 —-%L 0 1 =2 0 |100
zz |0 2 1 0 % 0 0
iy 7

V poslednom riadku si uz len nezaporné Cisla, ¢o znamenad, Ze rieSenie x1 = 50,
9 =0, 23 =0, z4 = 100 a z = 200 je nielen pripustné, ale aj optimalne. [

Ak je na pravej strane simplexovej tabulky v nejakom (avSak nie v poslednom)
riadku 0, tak simplexovy algoritmus degeneruje. Toto posobi velké problémy,
a prave tato degeneracia ma za nasledok, zZe je simplexovy algoritmus v niektorych
pripadoch velmi pomaly. (Presnejsie, simplexovy algoritmus je v najhor§om pripade
exponencidlny.) Avsak toto je jedind nevyhoda simplexového algoritmu.
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Cvicenia

CVICENIE 2.1. Vyrieste nasledujicu ilohu linedrneho programovania graficky
aj simplexovym algoritmom.
maxz = I+ Iy
ak o< 6
221+ 22 < 8
3x1+4xe <25
1 S 7

T1,72 > 0

CVICENIE 2.2. Vyrieste nasledujice tlohy linedrneho programovania simplexo-
vym algoritmom.

a) max z = 5z + To + 323 b) max z = 2x1 + 5Ty + 4x3

ak T1+ 32+ 23 < 6 ak bx1+ 3zo+ 223 <12,000

51+ 6x9+ 3x3 <15 1+ x9+4z3 < 8000
Z1,%2,23 > 0 x1,%2,23 2> 0
c) minz = —3x1 — T9 + 223 + 224 d) max z = 4z + 4z9 + 623
ak 2z1+ 29+ 323 =7 ak o +3z3 <5
T + 2z3+ x4 =4 L1+ 229 >2
T1,T2,%3,T4 > 0 r1,Z9,x3 > 0

CVICENIE 2.3. VyrieSte nasledujice tlohy linedrneho programovania simple-
xovym algoritmom

a) minz =z, — Ty + T3 b) min z = 2x1 + 3x2 + =3
ak 2:!31 + I3 §1O ak $1—4$2+ I3 §2

I +4£L'3 < 9 r1+ 3.1'2 S?)

ZL'1—3£L'2 =1 2.’171+ $2+3$L'3 23

r1,%2,73 > 0

z1,%2,73 >0



max z = 7x1 + bz + 3x3

c)

ak 2.771+ I S5
1 +$3 :4
1+ 229 >7

Z1,T2,%3 Z 0

maxz = x1 — o + I3

d)
ak x1+ 29— 323 >2

T1+ T2 <5
I1—$2—2$3 §4

Z1,22,%3 Z 0

CVICENIE 2.4. Spolo¢nost vyraba Styri druhy vyrobkov a vyroba kazdého z nich
vyzaduje tri typy ¢innosti. Pocty hodin tychto ¢innosti potrebnych na vyrobu jed-
notlivych vyrobkov, ako aj celkové mnozstvo hodin k dispozicii a cena vyrobkov,
su zobrazené v nasledujicej tabulke.

vyrobok 1  vyrobok 2 vyrobok 3 vyrobok 4 | celkovo
¢innost 1 4 6 3 6 3000
¢innost 2 2 1 1 3 1100
¢innost 3 2 1 2 1 900
cena 18 21 13 25

Zostavte tlohu linedrneho programovania, ktorej rieSenim bude plan produkcie
maximalizujuici zisk, a vyrieSte tuto ulohu simplexovym algoritmom.

CVICENIE 2.5. Pokuste sa vyrieSit nasledujicu ulohu pomocou simplexového
algoritmu

minz:$1+2x2+3x3—x4+x5

ak x4+ zo+ 3+ T4+ TH5> D
221+ 3x2 + 624 =12
3r1+ 3x9+ 223+ 214+ 625 <60
621+ 722 > 45

271 + Tyt 05> 7

T4

L1, L2,T3, T4 >0 a Ts € R
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3 APLIKACIE LINEARNEHO
PROGRAMOVANIA

Pri rieSeni problémov z praxe je najdolezitejSia a obycCajne najtazsia tlohoa
nijdenie vhodného matematického modelu. V tejto kapitole opiSeme niekol’ko ma-
tematickych modelov na rieSenie praktickych problémov, ktoré si vSetky tlohy
linearneho programovania. Priklady v tejto kapitole si komplexnejSie, a preto ich
neodporicame rieSit simplexovym algoritmom ,ru¢ne“. Mozno ich riesit pocitacom,
napriklad v systéme Mathematica jednoduchymi prikazmi Maximize, respektive
Minimize (v starSich verzidch prikazmi ConstrainedMax, respektive Constrained-
Min).

V niektorych tlohéch je vhodné, aby boli premenné celociselné. Kedze celoé¢isel-
nym linedrnym programovanim sa zaoberdme az v kapitole 6, problematiku celo-
¢iselnosti spomenieme iba okrajovo. Vo vacéSine iloh nechdme na ¢itatela, aby sa
zamyslel, ¢i je mozné uspokojivo interpretovat racionélne rieSenie.

Planovanie vyroby

Najtypickejsia dloha linedrneho programovania je problém néjdenia planu vy-
roby, ktory pri danych obmedzeniach na zdroje maximalizuje zisk. T1to ilohu sme
vo vSeobecnej forme uviedli v kapitole 1, v Priklade 1.1.

PRIKLAD 3.1. Mala firma vyrdba dva typy opaskov, jeden klasicky a druhy
luxusny. Na vyrobu kazdého z tychto opaskov sa spotrebuje 0,05 metra stvorcového
koze. Na vyrobu klasického modelu je potrebnych 15 mintt prace, zatial ¢o luxusny
model si vyzaduje hodinu prace. Kazdy tyzden je k dispozicii 10 Stvorcovych metrov
koze a 80 hodin prace. Klasicky model sa predava po 3 a luxusny po 4 eura za
kus. Zostavte dlohu linedrneho programovania, ktori moze firma pouzit na maxi-
malizdciu zisku. (Predpokladdme, Ze prdacu aj materidl m4 firma dopredu zazmluv-
nené, Cize tieto predstavuji fixné naklady. Z toho dovodu sta¢i maximalizovat
Vynos.)
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RIESENIE. Ako sme uz uviedli v kapitole 1, zodpovedajicou ulohou linedrneho
programovania je

max z = 3x1 + 4z,

ak 0,052+ 0,05z <10
0,25x1+ T9 <80

1,22 >0

Premenna z, reprezentuje pocet klasickych a x5 pocet luxusnych opaskov, ktoré
m3 firma tyZdenne vyrabat. Prva nerovnica je ohrani¢enie na mnozstvo koze, zatial
¢o druhd je ohranicenie na pracovné hodiny. [

Vsimnime si, Ze tloha z Prikladu 3.1 je skor problémom celociselného linedrneho
programovania ako linedrneho programovania. Ak mé totiz firma v optimdlnom
rieSeni vyrobit napriklad 132,5 klasickych opaskov tyzdenne, tak toto nemusi zna-
menat 132 celych opaskov a jeden spolovice dokonéeny (s tym, Ze opasok sa dokonéi
v dalsom tyZdni a za 2 tyZdne sa vyrobi 265 opaskov), kvoli ohrani¢eniam na
material. Nie je zrejmé, ¢i je na zaciatku vyroby opasku nutné mat vsSetku kozu
potrebnu na jeho vyrobu.

Problém diéty

Problém planovania vyroby viedol k maximalizacnej tlohe linedrneho progra-
movania, v ktorej boli vSetky koeficienty nezdporné a vSetky ohrani¢enia mali tvar
nerovnosti ,,<“. Podobny problém je problém diéty, ktory je typickym minimalizac-
nym problémom a v ktorom majui vSetky ohranicenia tvar ,>“. Tento problém sme
vo vSeobecnej forme uviedli v kapitole 1 v Priklade 1.2.

PRIKLAD 3.2. Predpokladajme, ze §tudent md ,sladka“ diétu. Podla tejto diéty
moze jest iba cokolddové kolaciky, cokolddovi zmrzlinu, kolu a krémese. V nasle-
dujicej tabulke je uvedend cena v centoch) a nutri¢ny obsah (na kus) v tychto
produktoch.

cena kalérie kakao cukor tuk
kolacik 100 400 3 2 2
zmrzlina 40 200 2 2 4
kola 60 150 0 4 1
krémes 160 500 0 4 5

Kazdy den musi Student skonzumovat aspoii 6 jednotiek kakaa, 10 jednotiek
cukru a 9 jednotiek tuku, pricom jeho poziveni musi mat aspon 500 kalérii. Zostavte
ulohu linedrneho programovania, ktord vytvori z vyssie uvedenych produktov naj-
lacnejsi plan diéty, pokryvajuci vSetky Studentove naroky.
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RIESENIE. Ak oznaéime

x1 = pocet denne konzumovanych ¢okoladovych kolacikov
r9 = pocet denne konzumovanych ¢okoladovych zmrzlin
r3 = pocet denne konzumovanych flia§ koly

x4 = pocet denne konzumovanych krémesov

tak zodpovedajicou tlohou linedrneho programovania je nasledujici minimaliza¢ny
problém

min z = 10021 + 4022 + 6023 + 16024
ak 400x1+ 200x9+ 15023+ 500x4 > 500

3$1+ 25172 2 6
2.’171+ 2.’132+ 4.’173+ 4.’174 Z 10
2$1+ 4.’172+ r3+ 5.’174 Z 9

X1,T2,%3,T4 Z 0

Prva nerovnica je ohranicenie na kalérie, druhd na kakao, tretia na cukor a po-
sledna na tuk. [

Poznamenajme, Ze problém diéty je dualny k problému planovania vyroby, pozri
kapitolu 4.

Problém planovania prace

PRIKLAD 3.3. PoStovy trad potrebuje v rézne dni rozne pocty zamestnancov
pri priehradkach: v pondelok 16 zamestnancov, v utorok 13, v stredu 14, vo stvrtok
15, v piatok 16, v sobotu 16 a v nedefu 10. Tito zamestnanci musia byt zamestnani
na plny tuvazok a odborové pravidla vyzaduji, aby kazdy zamestnanec pracoval
pat po sebe nasledujicich dni, po ktorych bude mat dva dni volna. Zostavte tlohu
linedrneho programovania, ktord moze poStovy drad vyuzit na optimalizdciu poctu
zamestnancov.

RIESENIE. Klucovi tilohu v tomto probléme zohriva spravna volba premennych.
Ak ozna¢ime x; pocet zamestnancov zatinajicich pracu v i-tom dni (za¢inajic
pondelkom), dostdvame nasledujici model.

25



minz:x1+x2+$3+x4+x5+:E6+a:7

ak

+ x4+ x5+ 6+ 7 > 16
+ 5+ x6+ 17 > 13
+xg+xz7 > 14
+x7 > 15
>16

To+ T3+ x4+ Ts5+ X6 >16
T3+ T4+ 5+ 6+ 27 > 10

Z1

1+ T2
T1+To+ T3
T1+ Lo+ X3+ T4

1+ To+ 3+ T4+ x5

X1,22,%3,T4,T5,T6, L7 Z 0

g

Poznamenajme, ze Priklad 3.3 je tlohou celociselného linedrneho programova-
nia, pretoze racionalne rieSenie nevieme interpretovat. Pri neceloc¢iselnom rieSeni
nemoézeme jednoducho zaokrihlit zlomky, lebo takto ziskané rieSenie vonkoncom
nemusi byt optimdlne (nemusi byt ani len pripustné, pozri Priklad 6.1).

Problém zmesi

Problémy, v ktorych sa tovary ziskaji zmieSanim rozliénych vstupov (surovin)
v rozlicnych pomeroch, nazyvame problémy zmesi.

PRIKLAD 3.4. Spolo¢nost vyréba tri typy benzinov (benzin 1, benzin 2 a ben-
zin 3). Kazdy z tychto typov sa ziska zmieSanim troch typov surovin (surovina 1,
surovina 2 a surovina 3). Ndkupné ceny surovin (v doldroch za barel), ich oktdnové
Cisla a obsah siry si zaznaCené v nasledujicej tabulke.

nakupnd cena

oktanové cCislo

obsah siry

surovina 1
surovina 2
surovina 3

45 12
35 6
25 8

0.5 %
2.0 %
3.0 %

Spolo¢nost modze nakipit nanajvys 5000 barelov kazdej suroviny denne.

Vyrédbané typy benzinov sa ziskaju zmieSanim troch surovin. Predajné ceny
(v doldroch za barel), minimélne oktdnové ¢isla a maximdlny obsah siry si uve-

dené v tabulke.

predajné cena

oktanové cislo

obsah siry

benzin 1
benzin 2
benzin 3

70 10
60 8
50 6

1%
2%
1%
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Vyroba jedného barelu benzinu z jedného barelu suroviny stoji spolocnost 4 do-
lare a jej rafinéria moze vyrobit nanajvys 14 000 barelov benzinu denne. Zakaznici
vyzaduju 2500 barelov benzinu 1 denne, 2000 barelov benzinu 2 a 1000 barelov
benzinu 3. Spolo¢nost musi zabezpecit tieto poziadavky, avSak moze stimulovat
dalsi dopyt reklamou. Odhaduje sa, ze kazdy dolar minuty na reklamu fubovolného
z vyrabanych typov benzinu zvysi dopyt po tomto benzine o desat barelov. Zostavte
ilohu linedrneho programovania, ktorej rieSenie zabezpedi firme maximalny denny
zisk.

RIESENIE. Spolo¢nost musi spravit dva typy rozhodnuti. Potrebuje sa rozhod-
nut, kolko treba investovat do reklamy jednotlivych druhov benzinu a ako zmiesat
suroviny pri vyrobe benzinov. Preto zavedieme dva typy premennych

a; = suma (v doldroch) minutd denne na reklamu benzinu 4, 1 <3 <3

x;; = mnozstvo barelov suroviny ¢ pouzité pri vyrobe benzinu j, 1 <4,5 <3
Potom denny prijem z predaja benzinov bude
70(x11 + 221 + 231) + 60(z12 + 222 + 232) + 50(z13 + 223 + 233).

Ak oznac¢ime C; denné naklady na nakup suroviny, C's denné naklady na reklamu
a ('35 denné ndklady na vyrobu, tak

C1 = 45(x11 + 212 + 213) + 35(x21 + 2o + Ta3) + 25(x31 + 232 + 233),
02 :a1+a2—|—a3,

Cs = 4(w11 + 12 + 13 + 21 + Ta2 + T2z + T31 + T32 + T33).
KedZe profit je rozdielom prijmov a ndkladov, mame maximalizovat funkciu

21.’E11 + 11-’E12 +.’E13 + 31.’E21 + 21.’E22 + 11.’E23 + 41.’E31 + 31.’E32 + 21.’E33 —aj; —ag —as.

Ohranicenia si troch typov. Prvé tri rovnice zabezpecia, Ze sa preda vsetko ¢o
sa vyrobi, pricom dopyt je navySeny o extra dopyt zabezpeceny reklamou. Nasle-
duju tri ohrani¢enia na zdroje surovin. Siedma nerovnica reprezentuje kapacitu
rafinérie a len pat poslednych ohraniceni reprezentuje zmieSavanie. Napriklad, kedze
oktanové ¢islo benzinu 1 musi byt aspon 10, ¢o znamend

12211 4 6221 + 8z31
T11 + To1 + T31

> 10,

tak

2.’E11 — 4.’1321 — 2$31 2 0.
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Podobne mozno ziskat aj dalSie ohraniCenia reprezentujice zmieSavanie. Kedze
vSetky suroviny majui oktdnové cislo aspon 6, poziadavka na oktanové cislo je
pre benzin 3 splnend vzdy a prislusné ohranicenie nemusime uvazovat. Teda zod-
povedajicou ulohou linedrneho programovania je

maxz = 21x11 + 11z190 + 13 + 31lxo1 + 21290 + 11293+
+ 41£E31 + 31.’1732 —+ 21£L'33 — a1 —az —as

ak T11 + 21 + x31 — 10a; = 2500

T1o + Toa + x32 — 10as = 2000

T13 + 23 + £33 — 10az = 1000

T11 + T12 + 213 < 5000

o1 + Tz + 23 < 5000

T31 + 32 + 33 S 5000

T11 + T12 + T13 + To1 + a2 + Te3 + T31 + 32 + 233 < 14000

2x11 — 491 — 2231 > 0
419 — 2292 > 0
—0,005z11 + 0,01z + 0,02231 <0
—0,015z12 + 0,01z35 <0
—0,005213 + 0,01293 + 0,02233 < 0

T11,T12, T13, T21, T22, T23, T31, T32, T33, a1, a2,a3 > 0 [

Problém vyrobného postupu

PRIKLAD 3.5. Spolo¢nost vyridba dva druhy parfémov, parfém 1 a parfém 2.
Surovina potrebnd na vyrobu tychto parfémov sa nakupuje za 3 dolare za libru.
Spracovanie jednej libry suroviny si vyzaduje jednu hodinu laboratérneho casu
a poskytne 3 unce parfému 1 a 4 unce parfému 2. Parfém 1 sa predava po 7 dolarov
za uncu, zatial ¢o parfém 2 sa predava po 6 dolarov za uncu. Spolo¢nost nemusi
parfémy 1 a 2 okamzite predat, moze ich dalej spracovat na luxusny parfém 1%,
ktory sa predava po 17 dolarov za uncu, a luxusny parfém 2*, ktory sa predava
po 14 dolarov za uncu. Kazda unca parfému 1 sa da spracovat na jednu uncu
parfému 1*, pricom toto spracovanie si vyzaduje 3 hodiny laboratérneho casu a 4
dolare. Podobne, kazda unca parfému 2 sa dé spracovat na jednu uncu parfému 2*,
pricom toto spracovanie si vyzaduje 2 hodiny laboratérneho ¢asu a 4 dolare. Kazdy
rok ma spolocnost k dispozicii 6000 hodin laboratérneho ¢asu a moze nakupit
nanajvys 4000 libier suroviny. Zostavte tulohu linedrneho programovania, ktorud
moze spolo¢nost pouZit na maximalizaciu zisku. (Predpokladdme, ze néklady, ktoré
sme tu nespomenuli, si fixné.)
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RIESENIE. Zavedieme pat premennych

1 = mnoZstvo parfému 1 (v unciach) vyrobené za rok
T2 = mnoZstvo parfému 1* (v unciach) vyrobené za rok
x3 = mnozstvo parfému 2 (v unciach) vyrobené za rok
x4 = mnozstvo parfému 2* (v unciach) vyrobené za rok

x5 = mnozstvo suroviny (v librdch) nakdpené za rok

Profit ziskame ak od prijmov z predaja parfémov odpocitame ndklady na spracova-
nie a nadkup suroviny.

Txy1 + 1729 + 623 + 1424 — (49 + 44) — 325 = 721 + 1322 + 623 + 1024 — 325

Teda zodpovedajicou tlohou linedrneho programovania je

maxz = Tx1 + 13x9 + 623 + 1024 — 325

ak x5 <4000
3ry  +2x4+ x5 <6000

r1+ T2 — 35 = 0
T3+ 14— 4x5 = 0

L1,L2,X3,T4,L5 2 0

Prva nerovnica je ohrani¢enim zdrojov suroviny a druhd je ohrani¢enim labo-
ratérneho casu. KedZze kazdé libra suroviny sa spracuje na 3 unce parfému 1 a 4
unce parfému 2 (ktoré mozu byt dalej spracované na parfém 1* a parfém 2*), tak
plati

1+ X9 :3.’135 a .’I?3+.734=4$5,

¢o vysvetluje zostavajice dve rovnice. [

Dynamické problémy v linearnom programovani

Najzlozitejsimi problémami su tie, ktoré zahfiaji viacero casovych intervalov.
Takéto problémy nazyvame dynamické. Vyznac¢uji sa tym, ze rozhodovanie pre-
bieha vo viacerych ¢asovych obdobiach, pricom rozhodnutie prijaté skor ovplyviiuje
rozhodnutia prijaté neskor.

PRIKLAD 3.6. Spolo¢nost vyrabajica ¢lny musi prijat rozhodnutie, kolko ¢lnov
ma vyrobit v nasledujicich §tyroch kvartdloch. Ma zakazky na 40 ¢lnov v prvom
Stvrtroku, 60 ¢lnov v druhom S§tvrtroku, 70 ¢lnov v tretom Stvrtroku a 30 ¢lnov
vo §tvrtom Stvrtroku. Pozadované ¢lny musi vyrobit nacas. Na zaciatku roka je na
sklade 10 ¢lnov. V tvode kazdého kvartalu sa spolo¢nost musi rozhodniut, kolko
¢lnov vyrobi v tomto §tvrtroku, pricom predpokladdme, Ze vyrobené ¢lny sa mozu
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pouzit na pokrytie dopytu za tento Stvrtrok a mozu sa okamzite vyexpedovat.
Spoloc¢nost dokaze kazdy Stvrtrok vyrobit 40 ¢lnov po 400 €, pricom tieto ¢lny su
vyrobené pocas riadneho pracovného ¢asu. Clny viak mézu byt vyrobené aj pocas
nadcasov, lenze v tom pripade ich vyroba stoji 450 € za kus. Ak ma spolo¢nost
na sklade nejaké ¢lny eSte aj na konci Stvrtroku, tak ich preskladovanie stoji 25 €
za kazdy jeden Cln. Zostavte tlohu linedrneho programovania, ktord bude minima-
lizovat naklady spolo¢nosti za obdobie nasledujicich §tyroch stvrtrokov.

RIESENIE. Zavedieme tri typy premennych

x; = pocet ¢lnov vyrobenych v riadnom pracovnom c¢ase v i-tom Stvrtroku
y; = pocet ¢lnov vyrobenych v nad¢asoch pocas i-teho stvrtroku

z; = pocet ¢lnov na sklade na konci i-teho Stvrtroku

pricom ¢ = 1,2, 3, 4. Ucelova funkcia je si¢tom nakladov na vyrobu ¢lnov v riadnom
pracovnom c¢ase, na vyrobu ¢lnov v nadcasoch a ndkladov za skladovanie. Teda
zodpovedajicou ilohou linedrneho programovania je

min z = 400z, + 40022 4+ 400x3 + 400z4 + 450y, + 450y.+
+ 450y3 + 450y4 + 2521 + 2529 + 2523 + 2524

ak r1 < 40, r9 < 40, xr3 < 40, x4 < 40
z1 =104 1 + y1 — 40, Z9 = 21 + X2+ yo — 60
z3 =23+ w3 +ys — 70, Z4 = Z3 + T4+ Ya — 30

i, Yi, z; > 0 (i1=1,2,3,4)

Prvé styri nerovnice ohranicuji pocet ¢lnov vyrobenych v riadnom pracovnom
case, zatial ¢o nasledujice rovnice urc¢uju pocty ¢lnov na sklade na konci jed-
notlivych kvartalov. [

Dynamické finanéné modely

PRIKLAD 3.7. Americkd firma potrebuje uréit investiéni stratégiu na obdobie
nasledujicich troch rokov. V sicasnosti (v ¢ase 0) méa k dispozicii 100 000 dolarov
a moze sa rozhodnit pre investicie 1, 2, 3, 4 a 5. Vstupy a vystupy jednotlivych
investicii (prepocitané na jeden investovany dolar) si dané v tabulke:

cas 0 cas 1 cas 2 cas 3
investicia 1 -1 40,5 +1 0
investicia 2 0 -1 40,5 +1
investicia 3 -1 +1,2 0 0
investicia 4 —1 0 0 +1.8
investicia 5 0 0 —1 +1,2
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V tejto tabulke pod vstupom rozumieme vklad (mé zdporné znamienko) a pod
vystupom rozumieme vynos (ten ma kladné znamienko). Aby bola zabezpecend
diverzifikacia portfélia spolocnosti, tak do kazdej investicie je mozné vlozit nanajvys
75000 dolarov. Kazdy rok mozno ulozit isti sumu penazi do banky, pricom roc¢ny
urok je 8%. Akonahle spolo¢nost ziska nejaké peniaze ako vystup z investicii 1 az
5 alebo z banky, mo6ze ich ihned opatovne investovat. Zostavte tlohu linearneho
programovania maximalizujicu mnozstvo penazi v case 3.

RIESENIE. Zavedieme dva typy premennych

z; = mnozstvo dolarov vlozenych do investicie 7, 2 = 1,2,3,4,5

y; = mnozstvo dolarov vlozenych do banky v ¢ase 7z, 1 = 0,1,2

Prislusnou tlohou linedrneho programovania je

maxz = x2 + 1,8z4 + 1,225 4+ 1,08y,

ak x1 4+ x3+ x4+ yo = 100000
0,521 + 1,223 + 1,08y = 2 + 11
1 + 0,522 + 1,08y; = x5 + y2

z1 < 75000

z9 < 75000

z3 < 75000

x4 < 75000

zs < 75000

Z1,%2,T3,%4,Ts5,Y0,Y1,Yy2 > 0

Ucelové funkcia vyjadruje zisk z investicii v ¢ase 3. Prva rovnica opisuje investicie
v Case 0, druhd investicie (véitane investovania ziskov) v ¢ase 1 a tretia opisuje in-
vesticie v case 2. Zostavajice nerovnice obmedzuji vklady do jednotlivych investicii
sumou 75000 dolérov. [

Dynamicky problém planovania prace

PRrIKLAD 3.8. Firma prevadzkuje siet poradenskych miest, zaoberajicu sa in-
Staldciou pocitacovych systémov. V priebehu nasledujicich piatich mesiacov bude
potrebovat technikov, ktori odpracuji 6000 hodin v prvom mesiaci, 7000 hodin
v druhom mesiaci, 8000 hodin v trefom mesiaci, 9500 hodin vo Stvrtom mesiaci
a 11500 hodin v piatom mesiaci.

Na zaciatku prvého mesiaca pracuje vo firme 50 technikov, pricom kazdy technik
moze pracovat nanajvys$ 160 hodin za mesiac. Aby firma pokryla rastuci dopyt,
potrebuje vyskolit novych technikov. Vyskolenie nového technika trva jeden mesiac
a na jeho vzdeldvanie je potrebnych 50 hodin pracovného ¢asu uz vySkoleného
technika. Kazdy vysSkoleny technik dostava plat 1000 € za mesiac, a to aj vtedy,
ked pracuje menej ako 160 hodin. Skoleny pracovnik dostdva plat 500 € za mesiac.
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Na konci kazdého mesiaca odide z firmy 5 % technikov do softvérovej spolo¢nosti.
Zostavte ulohu linedrneho programovania, ktorej rieSenie bude firme minimalizovat
mzdové ndklady a zabezpec¢i pokrytie dopytu na nasledujicich pat mesiacov.

RIESENIE. Zavedieme dva typy premennych

x; = pocet vysSkolenych technikov na zaciatku i-teho mesiaca
y; = pocet technikov Skolenych pocas i-teho mesiaca

pricom ¢ = 1,2, 3,4, 5. Potom zodpovedajicou ulohou linedrneho programovania je

min z = 1000z1 4+ 100022 + 100025 + 100024 + 100035+
+ 500y1 + 500y2 + 500y3 + 500y, + 500ys

ak 160z, — 50y, > 6 000 r1 =950
160z — 50y, > 7000 0,9921 + y1 = @2
160x3 — 50y3 > 8000 0,9972 + y2 = w3
160x4 — 50y4 > 9500 0,9523 + y3 = x4
160x5 — 50ys > 11500 0,924 + Y4 = o5

xmyzzo (7’:1727374a5)

Nerovnice na lavej strane zabezpecuji dopyt firmy, zatial ¢o rovnice na pravej
strane definuji poc¢ty vyskolenych technikov. [

Poznamenajme, ze manazér firmy by v predchdadzajicom priklade ocakaval celo-
¢iselné riesenie. To v8ak nie je mozné uz kvoli formulacii lohy, pretoze znizovanie
vy§kolenych technikov ,,presne® o 5 % sposobi, Ze sa pocty technikov rychlo stani de-
satinnymi ¢islami. TakzZe v tomto pripade nie je problém v linedArnom programovani,
ale vo formul4cii dlohy. Dalsim problémom je, Ze v optimalnom rieSen{ bude y5 = 0
z dovodu nulovych poziadaviek na dalsi rok. Interpretaciu tohoto problému pone-
chdvme na citatela.

Cvicenia

CVICENIE 3.1. V tdoli pri rieke su tri tovarne (tovareii 1, tovareil 2 a tovérei 3)
a kazda tovaren vypuista do rieky dva typy znecistenia (znecistenie 1 a znecistenie 2).
Spracovanim odpadu z jednotlivych tovarni mozno znizit' znecistenie rieky. Cena za,
spracovanie jednej tony odpadu z tovarne 1 je 20 € a kazda spracovand tona odpadu
znizi znecistenie 1 o 0,2 tony a znecistenie 2 o 0,45 tony. Cena za spracovanie
jednej tony odpadu z tovarne 2 je 15 € a kazda spracovand tona odpadu znizi
znecistenie 1 o 0,3 tony a znecistenie 2 o 0,25 tony. Cena za spracovanie jednej tony
odpadu z tovarne 3 je 30 € a kazda spracovand tona odpadu znizi znecistenie 1
0 0,4 tony a znecistenie 2 o 0,3 tony. Vlada mé ambiciu znizit obsah znecistenia 1
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v rieke minimalne o 30 ton a obsah znecistenia 2 aspon o 40 ton. Zostavte tlohu
linedrneho programovania, ktord minimalizuje naklady na zniZenie znecistenia rieky
o pozadované mnozstva.

CVICENIE 3.2. Spolo¢nost vyrabajica automobily ma k dispozicii 120 000 € na,
reklamni kampai. Rozhodla sa inzerovat v novinach aj v televizii. AvSak ¢im viac
vyuzije urcité médium, tym menej efektivna bude kazda dalSia reklama. V nizsie
uvedenej tabulke mame odhadovany pocet novych zdkaznikov oslovenych reklamou.
Kazdé reklama v novindch stoji 1000 € a kazda reklama v televizii stoji 10000 €.
Spoloc¢nost dokaze efektivne umiestnit nanajvys 30 reklam v novinach a nanajvys
15 rekldm v televizii. Zostavte ulohu linedrneho programovania maximalizujicu
pocet novych zakaznikov oslovenych reklamou.

noviny televizia
reklamy zakaznici reklamy zakaznici
1-10 900 1-5 10000
11-20 600 6-10 5000
21-30 300 11-15 2000

CVICENIE 3.3. Policia v malom mestecku potrebuje nasledujiice pocty policaj-
tov pocas dita: 8 v ¢ase 000 — 490, 6 v case 490 — 890 9 v ¢ase 890 — 1290, 10 v ¢ase
1290 — 1699, 12 v case 16°° — 20°0 3 10 v ¢ase 20°° — 2490, Kazdy policajt pracuje dve
po sebe nasledujice §tvorhodinové etapy. Zostavte tulohu linedrneho programovania
minimalizujicu pocet policajtov v mestecku.

CVICENIE 3.4. Banka sa snazi urcit, ako ma investovat tohoro¢né aktiva. V su-
casnosti ma k dispozicii 500 000 dolarov, ktoré moze investovat do obligacii, poiste-
nia nemovitosti, havarijného poistenia a do zivotnych poistiek. Je zname, Ze rotna
nivratnost kazdej z tychto investicii je: 11 % v pripade obligacii, 16 % pre poistenie
nemovitosti, 13 % pre havarijné poistenie a 19 % pre zivotné poistky. Z doévodu,
aby portfélio banky nebolo prili§ riskantné, sa vedenie rozhodlo pre nasledujice
obmedzenia:

(1) Suma investovand do zZivotnych poistiek nemoze prevysit sumu investovanu
do obligécii.

(2) Suma investovand do poistenia nemovitosti nemoze prevysit sumu investo-
vani do havarijného poistenia.

(3) Nanajvys 25 % z celkovej sumy mozno investovat do Zivotnych poistiek.

Zostavte ulohu linedrneho programovania maximalizujicu roéni navratnost.

CVICENIE 3.5. Nabytkarsky podnik vyraba, stoly a stolicky. Na stol su potrebné

4 a na stolicku 2 §tvorcové metre dreva. Drevo sa da nakupit po 5 € za me-

ter Stvorcovy, pricom podnik moéze zakupit 1000 metrov Stvorcovych. Na vyrobu

Ciastotne dokonceného stola si potrebné 3 hodiny prace, pricom na jeho tplné

dokoncenie treba dalSie 4 hodiny prace. Na vyrobu ¢iastoéne dokoncenej stolicky

su potrebné 3 hodiny préce, pricom na jej uplné dokoncenie treba dalSie 3 hodiny
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prace. K dispozicii je 8000 hodin prace, ktora uz bola zaplatena. Predajna cena za
nedokonceny stol je 35 €, za dokonceny stol 65 €, za nedokoncenu stolicku 25 €
a za dokoncenu stolicku 45 €. Zostavte ulohu linedrneho programovania, ktord
maximalizuje zisk z vyroby stolov a stoliciek.

CVICENIE 3.6. Pocas nasledujticich Styroch mesiacov pozaduje odberatel 50, 45,
100 a 70 jednotiek tovaru. Vyrobné néklady pocas tychto mesiacov si 5 €, 8 €, 4€
a 7 € za jednotku tovaru. Preskladovanie z jedného mesiaca na druhy stoji 2 € za
jednotku. Odhaduje sa, ze vSetok nadbytocny tovar sa na konci Stvrtého mesiaca
dokaze predat po 5 €. Zostavte tlohu linedrneho programovania minimalizujicu
naklady na obdobie najbliz§ich §tyroch mesiacov.

CVICENIE 3.7. Ambiciézny §tudent druhého ro¢nika ma k dispozicii 10000 €.
Na obdobie nasledujicich troch rokov ma moznost investovat do troch investicii.

Inv. 1 Kazdé dnes investované € prinesie 0,10 o rok a 1,30 o tri roky.
Inv. 2 Kazdé dnes investované € prinesie 0,20 o rok a 1,10 o dva roky.
Inv. 3 Kazdé € investované o rok prinesie 1,50 o tri roky.

Pocas kazdého roka mozno neinvestované peniaze ulozit do banky, ktord ponika
roény urok 7 %. Nanajvys 5000 € mozno vlozit do kazdej z investicii 1, 2 a 3.
Zostavte ilohu linedrneho programovania maximalizijicu §tudentov majetok o tri
roky.

CVICENIE 3.8. Poistoviia odhaduje, Ze pocas prvého polroka bude potrebo-
vat nasledujice pocty osobnych pocitacov: v januari 9, vo februdri 5, v marci 7,
v aprili 9, v mdji 10 a v juni 6. Pocitace mozno prenajat na obdobie jedného me-
siaca za 50 € za kus, na obdobie dvoch mesiacov za 80 € za kus a na obdobie
troch mesiacov za 100 € za kus. Zostavte ulohu linedrneho programovania mini-
malizujicu néklady za ndjom pocitacov. Mozete predpokladat, ze ak sa pocitac
prenajme na obdobie prekracujice koniec juna, tak sa naklady proporcionalne
prepocitaju. Napriklad ak sa pocitac prenajme na tri mesiace na zaciatku méja,

tak jeho najomné bude % -100 = 23& €.
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4 DUALITA 1

Definicie

Predpokladajme, ze méame tulohu linedrneho programovania

maxz = Cciri1 + oo + -+ + Ty,

ak 0,1’13714‘ a1,2$2+ R a1,nTn S bl

as,1~r1+ 045,2-'1324‘ .t As,nTn S bs (1)

as—|—1,1331+ as+1,2-'132+ ...+ As+1,nTn :bs+1

am,1371+ afm,2-772+ st OmnTn = bm
L1, 22,---,Tp > 0
Kazdu ulohu linedrneho programovania mozno previest na tvar (1). Aby sme
dosiahli, ze pre nejaké r plati z1,...,2, > 0 a p41,...,2, € R, staci popreha-
dzovat stlpce a premenovat prislusné premenné. Poprehadzovanim riadkov vieme

vynitit, ze existuje s také, ze prvych s ohranic¢eni sii nerovnice. Vynasobenim ¢islom
—1 vieme zabezpetit, 7ze vSetky nerovnice budd mat tvar ,<“ (v8imnime si, Ze

N —

nepozadujeme nezdpornost pravej strany). Na zaver, vyndsobenim tcelovej funkcie
¢islom —1 vieme previest minimaliza¢ny problém na maximaliza¢ny.

Uloha linearneho programovania

min z* = b1y + baya + -+ - + b Ym
ak a11Y1+  a21Y2+ ...+ ApmaiYm = C1

al,ry1+ a2,ry2+ cot am,rym 2 Cr (2)
01,r+1Y1+ G2 r+1Y2+ - - -+ QG r+1Ym = Crt1

a1nY1+ G2npY2+ ...+ AmalYm = Cn
Y1,Y2,---,Ys >0
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je dudlna k primadrnej ilohe (1).

Duélnou tlohou k (2) je (1). To preto, lebo ked prendsobime tucelovi funkciu
a vBetky ohranicenia ¢islom —1, tak dloha (2) bude mat tvar (1). Teraz moézeme
zostrojit ilohu dudlnu k (2). Ked vSak dc¢elovi funkciu aj vSetky ohranicenia prave
zostrojenej ulohy prendsobime —1, dostdvame povodnd tlohu (1).

Najdenie optimalneho rieSenia pomocou dualnej tlohy
Plati nasledujtice tvrdenie:

VETA 4.1 (veta o dualite). Pre kazdé pripustné rieSenie ilohy (1) s hodnotou
ucelovej funkcie z a pre kazdé pripustné rieSenie (2) s hodnotou icelovej funkcie
z* plati z < z*. Ak md jedna z iloh (1) a (2) optimdlne riesenie, tak md optimdlne

riesenie aj druhd dloha. Naviac, ak je zopy hodnota optimdineho riesenia (1) a 25,

je hodnotou optimdlneho riesenia (2), tak zopt = 25

Z vety o dualite mozno odvodit, Ze ak existuje pripustné rieSenie (1), avSak
neexistuje optimélne rieSenie tejto ilohy, tak dudlna idloha (2) nemd pripustné
rieSenie. Samozrejme, toto tvrdenie plati aj naopak.

VyrieSme tlohu (1) simplexovym algoritmom. Ak v (1) plati b; > 0 pre nejaké i,
tak optimélne rieSenie (2) sa nachddza v poslednom riadku vyslednej simplexovej
tabulky. Presnejsie, ak je u bazicka premenna v j-tom riadku tivodnej simplexovej
tabulky pre (1), tak optimdlna hodnota premennej y; bude v stIpci premennej
u (a v poslednom riadku) v optimélnej simplexovej tabulke pre (1). Ak mame
v ivodne]j simplexovej tabulke umelé premenné a chceme néjst aj rieSenie dudlnej
ulohy, tak umelé premenné v tabulke ponechame pocas celého vypoctu.

Duaélne 1lohy mozZno pouzit pri rieSeni minimaliza¢nych problémov. V tychto
problémoch sa zvacsa vyskytuji nerovnice typu ,,>“, ktoré sposobuji, ze do simple-
xovej tabulky musime okrem premennych, ktorymi zmenime nerovnice na rovnice,
zavadzat aj umelé premenné. Avsak v dudlnej ilohe povodnym nezapornym pre-
mennym zodpovedaji nerovnice typu ,,<% pri ktorych zmena nerovnic na rovnice
m4 za nasledok zostrojenie bazického pripustného rieSenia.

Vyhody tohoto postupu demonstrujeme na nasledujicom priklade.

PRIKLAD 4.1. VyrieSenim dudlnej tlohy n4jdite rieSenie problému

min z = x, + 229
ak x4+ 29> 4
2x1+4x9 > 10
r1+3x9 > 6

T1,T2 > 0
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RIESENIE. Ako sme vysvetlili vysSie, dudlnou tilohou je

max z* = 4y; + 10y + 6y3

ak  y1+2y.+ y3 <1
y1+4ys+ 3yz <2

Y1,Y2,y3 > 0

Pridanim novych premennych prevedieme tlohu na kanonicky tvar

max z* = 4y + 10y, + 6y3

ak Y1+ 2y2+ ystv1 =1
Y1+ 4y2+ 3ys +vg =2
Y1,Y2,Y3, V1, V2 >0
a zostrojime tvodnu simplexovu tabulku
Y1 Y2 Ys U1 V2
w1l @ 1 1 0 |1
Vg 1 4 3 0 1 2
z* -4 —10 -6 0 0 0

V tejto tabulke st tri zdporné hodnoty v poslednom riadku, takze mozeme vybrat
prvy, druhy alebo treti stfpec. Zvolime si druhy, v ktorom je hodnota v posled-
nom riadku najnizSia. Kedze min{%,% = % = %, pivot moze byt v prvom aj
v druhom riadku. Ked zvolime pivota v prvom riadku, tak eliminiciou dostavame

novu tabulku

Al Y2 Y3 U1 ()
v2 |3 1 5 5 0 |3
V2 -1 0 @ —2 1 0
z* 1 0 -1 5 0 5

Teraz méame uz len jednu zdporni hodnotu v poslednom riadku, a preto budeme

hladat pivota v tretom stipci. Kedze min{%—g,% = %, pivotom je 1 v druhom

riadku. Elimindciou dostdvame

(a8 Y2 Y3 U1 V2
v (O 10 % -3
Y3 -1 0 1 -2 1 0
z* 0 0 0 3 1 5
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Téato tabulka je optimélna, a kedZe bazickymi premennymi tivodnej simplexovej
tabulky boli v; a wve, tak rieSenim pévodnej tilohy je 1 = 3 a z9 = 1 s hodnotou
ucelovej funkcie z = 5. U

Poznamenajme, Ze optimélna tabulka v predchadzajicom priklade indikuje, Ze
dudlna tloha m& nekonecne vela rieseni. Zavedenim y; do béazy dostavame nové
optimdlne rieSenie dudlnej dlohy y; = %, y2 =0, y3 = % az¥*=>5

vy |11 0 % -2
y3 | 0 1 1 —3

Ot | N[N

z* 0 0 0 3

Pri prechode k tomuto rieSeniu sme nezmenili posledny riadok, a teda ani rieSenie
primarnej ulohy.
Grafické rieSenie Prikladu 4.1 je zndzornené na Obrazku 2.

ol
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Obréazok 2

Dualny simplexovy algoritmus

Dualny simplexovy algoritmus je modifikaciou klasického simplexového al-
goritmu (pozri stranu 13). Aj tento algoritmus riesi maximaliza¢ny problém, aviak
nepostupuje cez pripustné rieSenia primarnej, ale cez pripustné rieSenia dudlnej
ulohy. Aby sme mohli postupovat cez pripustné rieSenia duélnej tlohy potrebu-
jeme, aby bol posledny riadok 1ivodnej simplexovej tabulky nezdporny.

Test optimalnosti. Ak su vSetky Cisla na pravej strane nezaporné, tak v tabulke
su pripustné rieSenia pre primdarnu aj pre dudlnu ulohu. Podla vety o dualite su tieto
rieSenia optimalne.

Ak stcasné rieSenie nie je optimalne, zvolime si riadok so zapornou pravou stra-

. « . . e . e ~ 7 Cy
nou. Povedzme, vyberieme si i-ty riadok. Teraz ndjdeme minimum z cisel —’—,
J

pricom budeme uvazovat len zdporné cisla a; ;. Koeficient a; ;, pre ktoré sa toto
minimum dosahuje je pivot a elimindciu opat prevadzame ekvivalentnymi riad-
kovymi operaciami. Poznamenajme, ze vysSSie opisand volba pivota zarucuje, ze
koeficienty v spodnom riadku zostani nezaporné.
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Dudlnym simplexovym algoritmom mozno rie§it minimaliza¢né problémy, ktoré
majui v ucelovej funkcii len nezdporné koeficienty, pretoze pri zmene problému
na maximaliza¢ny sa v poslednom riadku objavia len nezdporné Cisla. AvSak my
budeme dualny simplexovy algoritmus vyuzivat najma v celociselnom linedrnom
programovani, pozri kapitolu 6.

PRIKLAD 4.2. Vyrieste tilohu linedrneho programovania

minz = x1 + 25

ak $1—-2$2%—$3224
201+ wo— w3 >6

x1,T2,23 >0

RIESENIE. N&§ minimaliza¢ny problém je ekvivalentny s maximalizacnym
max(—z) = —x1 — 29

ak '—$1+-2$2—-$34-U1 =—4

—2x1— T9+ x3 + v9 =—6

Z1,T2,%3,V1,V2 Z 0

V tejto ulohe si v ucelovej funkcii nekladné ¢isla, takze tlohu mozno riesit
dudlnym simplexovym algoritmom. Uvodnou tabulkou je

I i) I3 V1 V2

vy | —1 2 -1 1 0 |—4

v [(2) -1 1 0 1 [-6

Zvolime si riadok so zdpornou pravou stranou, povedzme druhy. Kedze plati

min{%, %} = %, pivot je v prvom stfpci. Ekvivalentnymi riadkovymi operaciami
dostavame
1 To T3 U1 V2
wlo 1 D1 g a
|1 3 -3 0 —21]3
3 1 1
Teraz si zvolime prvy riadok. KedZze min{éj—g, %} = :1,)/%, pivot je v tretom

stipci. Eliminovanim ostatnych ¢isel v tretom stipci dostavame
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1 9 I3 U1 V9
5 2 1 |2
s S
©n |1 -3 0 -3 -3 |73
7 1 1 10
z|0 5 0 3 3 |=3

Ziskali sme pripustné riesenie primérnej ilohy, ktoré je hned optimalne. V tomto

rieéem’xlz%,xgzo,xg:%az:%. O

Vsimnime si, Ze rieSenie pomocou dualneho simplexového algoritmu bolo v pred-
chadzajicom priklade vhodnejsie, ako rieSenie pomocou dudlnej dlohy (ktoré sme
pouzili v Priklade 4.1). To preto, lebo dudlna tiloha méa tri ohraniCenia, a teda
v simplexovej tabulke by sme mali trojprvkovia bazu.

Tienové ceny

Tienova cena i-teho ohranicenia je hodnotou, o ktori sa vylepsi optimélna
hodnota tcelovej funkcie, ak zvySime pravi stranu b; o jednu jednotku. V modeli
planovania vyroby tiefiova cena vyjadruje, kolko je firma ochotna zaplatit za kazdu
jednotku i-teho tovaru, ktord dostane naviac. (Problémom, kolko jednotiek i-teho
tovaru je firma ochotnd zakipit, sa zaoberdme v kapitole 5.)

Tieniova cena i-teho ohranicenia sa rovnd hodnote y; v optimalnom rieSeni duél-
neho problému. To znamend, Ze tienové ceny najdeme v optiméalnej simplexove;j
tabulke.

PRIKLAD 4.3. Najdite tiefiové ceny tlohy linedrneho programovania

max z = 221 + 3x2
ak z1+2x9 <10
1+ 22 < 6
1 < 4

T1,22 > 0

RIESENIE. Této tloha je totozna s ilohou z Prikladov 1.4 a 2.1. KedZe tivodnou
simplexovou tabulkou je

z1 Z2 U1 V9 V3
U1 1 2 1 0 0 10
Vg 1 1 0 1 0 6
U3 1 0 0 0 1 4
z -2 =3 0 0 0 0

tieriové ceny su v poslednych troch stipcoch optimdlnej simplexovej tabulky
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Z1 T2 U1 (%) U3
T2 0 1 1 -1 0 4
T 1 0 -1 2 0 2
U3 0 0 1 —2 1 2
z 0 0 1 1 0 16

Teda tiefiova cena prvého ohranicenia je 1, tienova cena druhého ohranicenia je
opat 1 a tieniova cena tretieho ohranicenia je 0. [J

Kedze tienova cena tretieho ohranicenia v Priklade 4.3 je 0, toto ohranicenie je
splnené ostrou nerovnicou pre optimélne rieSenie, pozri bod D v Obrazku 1.

Cvicenia

CVICENIE 4.1. K nasledujicej tilohe linedrneho programovania zostrojte dudlnu.

maxz = —2r7 — X9 + I3
ak T+ 2o+ 23<3
x1 —2z3 =1
To+ 213 > 2

r1,z3>0 a zo€R

CVICENIE 4.2. VyrieSenim dudlnej tlohy najdite optiméalne rieSenia 1loh linear-
neho programovania

a) minz = 31 + 229 + 3 b) min z = 321 + 229 — 3
ak x1+ 29+ 23 >4 ak 21+ 29+ x3 >4

To— w3 <2 To— 23 <2

$1+.’E2+ 25173 :6 $1+CE2+ 2.’133 :6
$17$27$320 -'1:17'7’.27"17320

CVICENIE 4.3. VyrieSenim duélnej tdlohy néjdite optimélne rieSenie problému
z Prikladu 3.2.

CVICENIE 4.4. Simplexovou metddou vyrieSte problém z Prikladu 3.1 a ngjdite
tienové ceny.

CVICENIE 4.5. Simplexovym algoritmom néjdite rieSenie nizsie uvedenej ulohy
linedrneho programovania. Potom zostrojte dudlnu ulohu a opat ndjdite jej rieSenie
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simplexovym algoritmom. Porovnajte vysledné simplexové tabulky.

maxz =xi1 — o + I3
ak 1+ 29— 313 >2
1+ X2 §5

L1— To— 2.7)3 §4

x1,T2,23 >0

CVICENIE 4.6. Dudlnym simplexovym algoritmom najdite rieSenia nasledujicich
uloh linearneho programovania. V tychto problémoch netreba zavadzat ziadne nové
premenné. Pripad a) uz obsahuje bdzu, zatial ¢o pripad b) ju bude obsahovat ak
pouzijete vhodné ekvivalentné riadkové operacie.

a) minz =z + 3z + 54 b) minz =z, + o + 223 + 84

ak 71— 3x9 —x4=—4 ak 2x1— 29+ 3x3— 214 =3

To+ T3+ T4 = 3 -1+ 3£L'2—4l'3+ 4.’174 =1
wlax2ax3a$420 $15$2a$3ax420

CVICENIE 4.7. Dualnym simplexovym algoritmom vyrieSte nasledujice tlohy
linedrneho programovania

a) maxz = —2r] — Ty b) min z = z1 + 223
ak x4+ x29>5 ak —x14+ Zo+2x3>5
.’171—2$2 28 4$1—2.’L'2+$3 28
1,22 >0 Z1,%2,23 > 0

CVICENIE 4.8. Mala firma vyraba dva vyrobky. Vyrobok 1 sa preddava po 30
€ za kus a vyrobok 2 sa predava po 50 € za kus. Na vyrobu kazdého z tychto
vyrobkov je potrebna surovina, kvalifikovand a nekvalifikovand praca:

vyrobok 1 vyrobok 2
surovina 1 jednotka 2 jednotky
kvalifikovand praca 3 hodiny 4 hodiny
nekvalifikovand praca 2 hodiny 3 hodiny

Firma ma k dispozicii 30 jednotiek suroviny, 100 hodin kvalifikovanej prace a 70
hodin nekvalifikovanej prace. Zostavte ilohu linedrneho programovania maximali-
zujucu vynos. Vyrieste tito dlohu a najdite tienové ceny.
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5 ANALYZA SENZITIVITY

Oznacenia
V tejto kapitole budeme pouzivat nasledujtici priklad

PRIKLAD 5.1. Nabytkarska firma vyrdba stoly, lavice a stolicky. Na vyrobu
kazdého druhu nabytku je potrebnd surovina (drevené dosky) a dva druhy prace
(tesarska a finaliza¢nd). Mnozstva tychto zdrojov potrebné na vyrobu jedného kusu

nabytka su zaznacené v nasledujicej tabulke

stol lavica stolicka
drevené dosky 8 m? 6 m? 1 m?
tesarska praca 4 hodiny 2 hodiny 1,5 hodiny
finalizaCnd praca 2 hodiny 1,5 hodiny 0,5 hodiny

V stcasnosti m4 firma k dispozicii 50m? dosiek, 20 hodin tesirskej price a 8
hodin finaliza¢nej préace. Stoly sa predavaju po 60 €, lavice po 30 € a stolicky po
20 € za kus. Zostavte plan produkcie maximalizujici vynos.

RIESENIE. Problém zapiSeme ako maximaliza¢ni tlohu linedrneho programova-
nia

max z = 60xq1 + 30x9 4+ 20x3
ak 8£L'1+ 6£L'2+ I3 S 50
dx1+ 2x9+ 1,523 <20
2£U1+ 1,5.’1)2+ 0,5353 S 8

Z1,T2,T3 Z 0

kde z1, z2 a 3 s mnozstva stolov, lavic a stoliciek.
Uvodnou simplexovou tabulkou je

T T2 x3 V1 () V3
V1 8 6 1 1 0 0 50
Vg 4 2 1,5 0 1 0 20
VU3 2 1,5 0,6 0 0 1 8
z |—-60 =30 =20 O 0 0 0
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a optimalnou simplexovou tabulkou je

Yo €2 x3 U1 () VU3
V1 0 —2 0 1 2 —8 | 26
xs3 0 —2 1 0 2 —4 8
x 1 1,25 0 0 —-0,5 1,5 2
z 0 ) 0 0 10 10 1280

takze rieSenim je 1 = 2, 29 =0, z3 =8 a 2 = 280. [

Budeme pouzivat tieto oznacenia

Ty stfpec béazickych premennych z optimalnej simplexovej tabulky;

T, : stfpec nebazickych premennych z optimalnej simplexove]j tabulky;

a; : j-ty stipec koeficientov uvodnej simplexovej tabulky;

b : stfpec pravej strany 1vodnej simplexovej tabulky;

Ay : Stvorcova matica stipcov a; tvodnej simplexovej tabulky, ktoré zodpoveda-
ji premennym &p;

A, : matica stfpcov a; tvodnej simplexovej tabulky, ktoré zodpovedaju pre-
mennym &,;

¢y : riadok koeficientov 1icelovej funkcie zodpovedajici premennym xy;

¢, : riadok koeficientov tcelovej funkcie zodpovedajtici premennym x,,.

V nasom priklade

U1 T2 8 6
rp — T3 r, = () a; = 4 as = 2
1 VU3 2 1,5
1 1 0 0
az = 1,5 ayg = 0 as = 1 ag = 0
0,5 0 0 1
50 1 1 8 6 0 0
b= | 20 Ab=1(0 15 4 A,=[2 10
8 0 05 2 15 0 1
¢, = (0,20, 60) ¢, = (30,0,0)

Zakladné vzorce

Vsimnime si, Ze ivodnd simplexova tabulka ma tvar

Ay xp+ A, 2, =0
Z—Cp 2y — Cyp, - Ty, = 0.
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V kazdom kroku simplexového algoritmu je matica, ktord zodpoveda bazickym
premennym, jednotkova. Jedna jednotkovd matica je v tuvodnej a jedna v op-
timalnej simplexovej tabulke, pricom t& druhd zodpoveda premennym ;. Kedze
simplexovy algoritmus vyuziva iba ekvivalentné riadkové operacie, analogicky ako
Gauss-Jordanova metéda vypoctu inverznej matice, tak na pozicii jednotkovej mati-
ce uvodnej simplexovej tabulky bude Ab_l v optimalnej tabulke. V nasom priklade

1 2 -8
At=10 2 -4
0 -05 15

Kedze v stipcoch zodpovedajucich x; sme zostrojili jednotkovi maticu, tak podfa
(1) mé optimdlna simplexova tabulka tvar

A;I'Ab'mb+A;1'An'wn:A;1'b

zp+ Ayt A, -, = A - b (2)

KedZze posledny riadok sa ziska pridanim ndsobkov riadkov strednej ¢asti tabulky
k poslednému riadku (tak, ze v stlpcoch zodpovedajicich xp st nuly), tak posledny
riadok optimélnej tabulky ziskame pridanim ¢, nasobku (2) k (1). Teda

z-l—(cb-Ab_l-An—cn)-:cn:cb-Ab_l-b. (3)

V dalSsom rozoberieme problém, v akych intervaloch sa maji pohybovat koe-
ficienty tlohy linedrneho programovania, aby optimdlnou béazou zostalo x;. Po-
znamenajme, zZe kazdy koeficient uvazujeme osobitne, a teda vysledky nemozno
kombinovat.

Vsimnime si, ze baza zaveretnej simplexovej tabulky zostane optiméalnou prave
vtedy, ked zostani nezapornymi prava strana a posledny riadok tabulky.

Zmena koeficientu téelovej funkcie

Tieto koeficienty sa vyskytuji len vo vyraze (3), takze jedinou podmienkou, ktora
sa moze narusit, je nezapornost posledného riadku.

Ak budeme v nasom priklade uvazovat koeficient nebazickej premennej co, tak

Cb'Ab_l'An—Cn:

1 2 -8 6 0 0
=(0,20,60)- |0 2 —4]-[ 2 1 0] =(c0,0) =
0 —0,5 1,5 15 0 1
-2 2 -8
=(0,20,60)- | —2 2 —4 | —(cp,0,0) =

1,25 —05 1,5

= (35,10, 10) — (c2,0,0) = (35 — 3, 10, 10).
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Vysledny vektor bude nezaporny prave vtedy, ked 35 — co > 0. Teda x; zostane
optimalnou béazou ak ¢y < 35.

Teraz uvazujme koeficient béazickej premennej ¢;. Potom

cb-Ab_l-An—cn:

1 2 -8 6 0 0
=(0,20,c1)- [0 2 —4]-1 2 1 0]-(30,00)=
0 —0,5 15 15 0 1
-2 2 -8
=(0,20,c1)- | =2 2 —4| —(30,0,0) =

1,25 —05 1,5
= (1,25¢1 — 40, 40 — 0,5¢1, 1,5¢; — 80) — (30,0,0) =
= (1,25¢; — 70; 40 — 0,5¢1; 1,5¢1 — 80).

Vysledny vektor bude nezaporny prave vtedy, ked 1,25¢; > 70, 0,5¢; < 40 a
1,5¢; > 80, cize ked ¢, > 56, ¢c; < 80 a ¢, > %. Teda x; zostane optimalnou
bazou ak 56 < ¢, < 80.

Zmena koeficientu pravej strany

Zmena, koeficientu pravej strany neovplyviiuje posledny riadok, a teda takato
zmena moze ovplyvnit iba nezapornost pravej strany. Preto jedinou podmienkou,
ktori musime preverit, je Ab_l -b > 0, pozri (2).

Ak budeme v nasom priklade uvazovat koeficient bs, tak dostavame

1 2 -8 50 2by — 14 0
AVb=(0 2 —4|-[b]=| 20o-32 |>]0],
0 —05 1,5 8 12 — 0,5b5 0

Cize by > 7, by > 16 a by < 24. Teda xp zostane optimalnou bazou prave vtedy, ked
16 < by < 24.

Zmena koeficientu v stfpci nebazickej premennej

Predpokladajme, ze j-ty stipec zodpoveda nebazickej premennej a uvazujme zme-
nu koeficientu v tomto stipci. Z (2) a (3) vidno, ze takdto zmena ovplyvni iba
posledny riadok optimélnej simplexovej tabulky, a teda jedinou podmienkou, ktori
musime overit, je ¢ Ab_l ~a; —cj > 0.

Ak budeme v nasom priklade uvazovat koeficient as o (mnozstvo stoldrskej prace
potrebnej na vyrobu lavice), tak dostdvame
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1 2 -8 6
ey Ayt -az —co=1(0,20,60)- [0 2 —4|-|az | —-30=
0 —05 1,5 1,5
6
=(0,10,10) - | aga | — 30 = 10ag 2 — 15 > 0.
1,5

To znamend, Ze x; zostane optimalnou bazou ak az 2 > 1,5.

Je mozné uvazovat aj zmenu koeficientu v stipci bazickej premennej. Tato zmena,
je trosicku komplikovanejsia, pretoZe zahfiia zmenu inverznej matice A, 1 a preto
sa nou v tomto texte nezaoberame.

Dalsou moznostou je pridanie nového vyrobku. Tento vyrobok sa nevyskytuje
v optimédlnej baze xp, a teda tlto zmenu mozno riesit analogicky ako zmenu koefi-
cientu v stipci nebézickej premenne;j.

Cvicenia

CVICENIE 5.1. V Priklade 5.1 zistite pre aké hodnoty koeficientu a, o, ktory
predstavuje mnozstvo drevenych dosiek potrebné na vyrobu lavice, zostane op-
timalnou bazou (vy, 3, z1)T. Vysledok vysvetlite pomocou tiefiovych cien. Podobni
analyzu prevedte aj pre ostatné koeficienty z druhého stipca.

CvVICENIE 5.2. Uvazujte nasledujicu maximaliza¢ni 1lohu linedrneho progra-
movania
maxz = d5x1 + T2 + 23
ak  z1+x9+23<6
6x1 +x3 <8
Tot+ w3 <2

x1,T2,73 >0

a jej optimalnu simplexovi tabulku

Z1 T2 xs3 U1 V2 U3
v |0 ¢ 0 1 -z —213
1 |1 - 0 0 ¢ —F |1
zz [0 1 1 0 0 1 |2
z |0 &+ 0 0o 2 I 19

Pre kazdy koeficient tucelovej funkcie najdite intervaly, pre ktoré zostane op-
timélnou bazou (vy,z1,z3)T
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CvVICENIE 5.3. Uvazujte nasledujicu maximaliza¢nu ilohu linedrneho progra-
movania

max z = 3x1 + To — T3

ak 2x1+x9+2x3 < 8
dr1+ x9— 23 <10

Z1,T2,23 Z 0

a jej optimalnu simplexovi tabulku

T2 0 1 3 2 -1 1|6
I 1 0 -1 -

N[ | N[
Ne

1

Pre kazdy koeficient z pravej strany néjdite intervaly, pre ktoré zostane (zo,x1)T
optimalnou bézou.

CVICENIE 5.4. Mala firma dokéze vyrabat tri typy ¢okolddovych tyciniek. Kaz-
d4 z tyciniek pozostdva z cukru a ¢okolddy. Obsah tychto surovin a zisk (v centoch)
su uvedené v tabulke

cukor cokoldda zisk
tycinka 1 30g 60 8
tycCinka 2 30g 90 13
tycCinka 3 30g 30 6

V stcasnosti je k dispozicii 1,5kg cukru a 3kg cokolddy. Simplexovym algorit-
mom najdite taky plan vyroby, ktory maximalizuje zisk. Potom pre kazdy koefi-
cient (s vynimkou bézickych koeficientov a; ;) néjdite interval, pre ktory sa bdza
optimalneho rieSenia nezmeni.

CVICENIE 5.5. Vyrieste tilohy linedrneho programovania pomocou simplexového
algoritmu, pricom na zaciatku vypoctu zavediete umelé premenné. Potom pre kazdy
koeficient tcelovej funkcie a pravej strany najdite rozsah, pri ktorom sa nezmeni
baza optimalneho rieSenia.

a) max z = 3z1 + 4z + 23 b) maxz = —4xr; — Ty
ak  x1+ 22+ 23 <50 ak 4z1+ 329 >6
2r1— o+ 23 > 15 r1+ 229 <3
r1+ To =10 3r1+ x9 =3
Z1,T2,23 > 0 1,2 >0
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CVICENIE 5.6. Vyrieste priklad z Cvicenia 1.3 dudlnym simplexovym algorit-
mom. Potom pre kazdy koeficient ucelovej funkcie a pravej strany ndajdite rozsah,
pri ktorom sa nezmeni baza optimélneho rieSenia.

CVICENIE 5.7. Spolo¢nost vyraba tri typy 1opt, a to klasické lopty, velké lopty
a tvrdé lopty. Pre kazdu loptu je potrebné najprv nastrihat material, potom ho
z08it a nakoniec treba loptu zabalit. Casy (v minuitach) pre kazdy typ lopty a cena
su uvedené v tabulke

strihanie Sitie balenie cena
klasicka lopta 10 15 3 3 €
velka lopta 15 15 4 5 €
tvrda lopta 8 6 2 2 €

7 obchodnych dovodov je potrebné vyrobit aspon 1000 klasickych 16pt. V st-
casnosti je k dispozicii 300 hodin na strihanie, 300 hodin na S§itie a 150 hodin
na balenie. Simplexovym algoritmom najdite plan vyroby maximalizujtici vynos.
Potom pre kazdy koeficient 1celovej funkcie a pravej strany najdite rozsah, pri
ktorom sa nezmeni biza optimalneho rieSenia.
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6 CELOCISELNE LINEARNE
PROGRAMOVANIE

Definicie

V niektorych problémoch vyzadujeme, aby bolo rieSenie celoc¢iselné. Napriklad,
zrejme nie je mozné zamestnat v dielni 2,35 robotnikov, respektive postavit 1,5
poziarnych stanic.

Problém linedrneho programovania, v ktorom musia byt vSetky premenné celo-
¢iselné, nazyvame tloha celoéiselného linearneho programovania.

V tejto kapitole opiSeme dva algoritmy rieSiace ulohu celociselného linedrneho
programovania, pri¢om obidva su zalozené na dudlnom simplexovom algoritme.

Orezavaci algoritmus
Postup vysvetlime na priklade.

PRIKLAD 6.1. Vyrieste tlohu celo¢iselného linedrneho programovania

max z = bz + 8x4

ak 1+ 29 < 6
5x1+ 99 <45

r1,29 > 0; 1,9 celociselné

RIESENIE. Najprv vyrieSime tento priklad ako ilohu linedarneho programovania.
Po pridani pomocnych premennych v; a vy simplexovym algoritmom dostidvame

T T2 VU1 V2
9 1 9
S e
5 1 15
z2 |01 -3 1 |7
s o 03 o w

Ziskali sme rieSenie zodpovedajucej ulohy linedrneho programovania. Keby bolo
celociselné, mohli by sme skoncit. Kedze vSak toto rieSenie nie je celociselné, musime
k obmedzeniam zodpovedajicej ilohy linedrneho programovania pridat dalSie ob-
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medzenie, a sice poziadavku celociselnosti premennych. Je zrejmé, Ze pridanim
dalsej podmienky nemdzeme ziskat rieSenie s vySSou hodnotou ucelovej funkcie
ako % = 41,25. To znamena, ze ziskané rieSenie tlohy linedrneho programovania
nam stanovilo hornii medzu na z. V nasledujicom opisujeme pracu orezavacieho
algoritmu.

Zvolime si riadok simplexovej tabulky, v ktorom hodnota premennej nie je celo-
¢iselnd. Povedzme, zvolime si druhy riadok

5 1 _ 15
:L'Z—Z'Ul'i‘z/l)g—z

a prepiSeme ho tak, ze kazdy koeficient nahradime suc¢tom dvoch ¢isel, z ktorych
jedno bude celé a druhé bude zlomkom z intervalu (0,1) (zdoraziiujeme, Ze tento
zlomok musi byt nezdporny).

$2—2U1+%U1+0’02+i’l}2:3+%.

Vsetky ¢leny s celociselnymi koeficientami ddme na Tavi a ¢leny, ktorych koeficienty
st zlomky, ddme na pravid stranu rovnice

1
Tg — 201 +0v2 —3 = —%vl— 1”2"‘%-
Teraz priddme nové ohranicenie, ktoré bude tvrdit, Zze prava strana nie je kladné
3 1 3
—Z’U]_ - Z'UQ —+ 1 S 0.
Pridanim novej nezapornej premennej vz zmenime nerovnicu na rovnicu a pridame

ju do simplexovej tabulky. Tato tabulka bude mat posledny riadok nezaporny,
avSak bude mat zdporni hodnotu na pravej strane

T Z2 Al V2 U3
©n |10 2 -2 o0 |2
2 |0 1 -2 2 0 |
_1 _3
V3 0 0 4 1 4
o 0 3 % 0 [

Tabulka je dudlne pripustnd (mé nezdporny posledny riadok), a preto budeme
pokracovat dudlnym simplexovym algoritmom. Jedinym riadkom so zdpornou pra-
vou stranou je treti riadok, a kedze min{%, %} = %, ¢islo —% je pivotom.
Ekvivalentnymi riadkovymi operdciami budeme eliminovat koeficienty v tretom
stipci a ziskame

1 T2 U1 V2 U3
&2 |1 0 0 -1 3 |0
z2 |0 1 0 %2 =215
v |0 0 1 1 -3 |1
z |0 0 0 & 2 |40
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Dostali sme rieSenie, ktoré je celociselné, ¢im sme vyriesili nagu tdlohu linedrneho
programovania. Teda optimalnym rieSenim je 1 =0, zo =5 a z =40. O

Vsimnime si, Ze hoci bola v Priklade 6.1 maximalna hodnota tucelovej funkcie
zodpovedajicej tilohy linedrneho programovania z = 41,25, neexistovalo celoc¢iselné

rieSenie s hodnotou z = 41. Tiez si vSimnime, Ze pri zaokrihleni optimalneho
rieSenia zodpovedajicej tlohy linedrneho programovania z; = % axre = % ziskame

Ty =2axy =4, Co nespiﬁa druhé ohranicenie, teda toto rieSenie nie je pripustné.
Na druhej strane ak zaokrihlime riesenie x; = % axry = % nadol, ziskame pripustné
rieSenie 1 = 2 a 9 = 3 s hodnotou tcelovej funkcie z = 34, ktoré sa vyrazne lisi
od optimalneho z = 40.

KedZe sme mali v Priklade 6.1 len dve premenné, moézZeme celi situdciu znazornit
v rovine, pozri Obrazok 3. Srafovane sme vyznaéili nekoneéni mnozinu pripustnych
rieSeni zodpovedajicej 1lohy linedrneho programovania, zatial ¢o mnozina pripust-
nych rieSeni 1lohy celo¢iselného linedrneho programovania pozostava z 25 tuénych
bodov. Bod A je optimalnym rieSenim tlohy linedrneho programovania a B je
optimalnym rieSenim tlohy celociselného linedrneho programovania.

51+ 8x9 =0 5x1 + 9x9 = 45

Obréazok 3

V niektorych prikladoch je potrebné zostrojit viac rezov.

PRIKLAD 6.2. Vyrieste tilohu celo¢iselného linedrneho programovania

maxz = I+ Iy

ak 20x1— 4x5 <45
—4x14 20x5 <45

r1,x2 > 0; 1,29 celoCiselné

RIESENIE. Opét najprv vyrieS§ime zodpovedajicu tlohu linedrneho programova-
nia. Po pridani premennych v; a vy simplexovym algoritmom dostavame

T ) U1 V2
5 1 13
T2 1 % 96 |21 16
1 1 45



Kedze 1 nie je celé cislo, zostrojime rez v prvom riadku. Mame
5 1. — 13
T1+ V1 T ggV2 = 2+ 15,
a po uprave a pridani ohranicenia ziskame

) — _ 5, 1 13
I1 2= 96’01 96U2+16S0'

Dostavame novi simplexovi tabulku s pivotom — o

96
T T2 V1 V2 U3
5 1 13
o 0 1 96 9_61 O 2 +1§.6
vs | 00 -5 ! | -1
1 1 45
z 0 0 16 16 0 8
Eliminaciou tretieho stlpca ziskame
T ) 1 V2 %]
T 1 0 0 0 1 2
1 1 53
o 0 1 0 20 5 20
vw |0 o0 1 § % B
1 6 93

Teraz zostrojime rez v druhom riadku. Mame
1 1,  _ 13
Tz + 35v2 + 503 = 2+ 55,
a po uprave a pridani ohranicenia ziskame
wy — 2= —5502 — gv3 + 50 < 0.

T 20 5

Dostavame dalSiu simplexovi tabulku s pivotom —2—10

1 T V1 V2 U3 V4
& |10 0 0 1 0 |2
z |0 1 0 5 ¢ 0 |3
vv |0 0o 1 I 3% o I
w0 0 0 gh -l 1B
z |0 0 0 5 2 0 |3

Eliminaciou §tvrtého stipca ziskame
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1 Z9 U1 (%) U3 2
1 1 0 0 0 1 0 2
To 0 1 0 0 0 1 2
U1 0 0 1 0 —20 4 13
V4 0 0 0 1 4 —-20 | 13
z 0 0 0 0 1 1 4

Cize optimalnym rieSenim je r1 =2, 2o =2a z=4. [

Metoda vetvenia

Tato metdda je pracnejsia, ako orezavaci algoritmus, je vSak vSeobecnejSia. Aj
tuto metédu vysvetlime na priklade (porovnaj s Prikladom 6.1).

PRIKLAD 6.3. Vyrieste tlohu celo¢iselného linedrneho programovania

maxz = bx1 + 8xo
ak 1+ xo S 6
5x1+ 919 <45

r1,29 > 0; 1,9 celociselné

RIESENIE. Analogicky ako v predchidzajicich prikladoch, najprv vyrie§ime zod-
povedajicu tlohu linedrneho programovania. Po pridani pomocnych premennych
v1 a vg simplexovym algoritmom dostdvame tabulku A

A 1 9 V1 V2
9 1|9
zn | L0 g -3 %
5 1 15
2 |0 1 -3 1 |7
P T
Ziskali sme rieSenie 1 = % a xry = %, ktoré nie je celociselné. Uvazujme xs.

Pre celociselné riesenie plati bud xs < 3 alebo x9 > 4. Dostavame dva pripady.
V pripade B priddame k tabulke A nerovnicu x4 < 3, zatial ¢o v pripade C' k tabulke
A priddme z2 > 4. Postupne vyrieS§ime obidva tieto pripady.

Pripad B: Po pridani pomocnej premennej vz dostavame x5 + vz = 3. Kedze
T4 je bazickou premennou, ktora sa rovna gvl — i’l)g + %, dosadime tento vyraz za
9 do naSej rovnice. Ziskame rovnicu

5 1 _ _3
V1 — gV2 + U3 = —7,

ktoru pridame ako predposledny riadok k simplexovej tabulke A
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B I i) V1 V2 Vs

z |10 § -1 0 |73

z2 [0 1 -2 1 o |1

vz |0 0 32 1 |3
5 3 165

z [0 0 3 3 0%

Ziskali sme tabulku, ktora je dudlne pripustnd, a preto ju budeme riesit dudlnym
simplexovym algoritmom. Kedze —% je jediny zaporny koeficient v tretom riadku,
¢islo —% je pivotom. Eliminaciou Stvrtého stfpca dostavame optimalnu tabulku
pripadu B

B 1 o) V1 V2 U3

T 1 0 1 0 -1 3
To 0 1 0 0 1 3
VU9 0 0 -5 1 -4 |3
z 0 0 5 0 3 39

Premenné x; a x5 si celociselné, teda r; = 3, 9 = 3 a 2z = 39 je mozné optimalne
rieSenie. Moze sa vSak stat, Ze rieSenie pripadu C' bude mat vacsiu hodnotu ticelovej
funkcie, a preto musime preskiimat aj tito moznost.

Pripad C': Po pridani pomocnej premennej vz do nerovnice zs > 4 dostiavame
r9 — vz = 4. KedZe x2 je bazickd premennd, ktora sa rovna zs = %Ul - %’Ug + %,
dosadime tento vyraz do naSej rovnice. Ziskame rovnicu

5 1 _ 1
—zV1 + 302 + V3 = —7,

ktord priddme ako predposledny riadok k simplexovej tabulke A

C 1 T2 V1 V2 U3
9 1 9
1 1 0 15 _1Z 0 115
wlo o ch i o1
5 3 165
z 0 0 3 1 07
Dudlnym simplexovym algoritmom néjdeme pivota —g a elimindciou tretieho

stipca ziskame optimalnu simplexova tabulku pripadu C

C 1 T2 V1 (%) U3

& |10 0 3 2 |32
2 |0 1 0 0 -—1]4
vv |0 o 1 -1 %11
z 10 0 0 1 1 |41




V tejto tabulke z = 41, avSak x; nemd celociselni hodnotu. Preto musime
uvazovat dalsie podpripady. Podobne ako vyssie, bud z; < 1 (tdito moznost si
oznac¢ime ako pripad D) alebo 21 > 2 (pripad E). Pripady D aj E si podpripadmi
pripadu C.

Pripad D: Po pridani pomocnej premennej v4 do nerovnice z; < 1 dostdvame

1 +v4 = 1. Kedze 21 = —%’Uz - %’1)3 + %, ziskavame rovnicu

1 9 __4
—5U2 — 5U3 + V4 = —5,

ktord pridame ako predposledny riadok k simplexovej tabulke C'

D |z1 x2 wvi wv2 v3 14

& |10 o0 ¢ 2 o0 |2

z2 |0 1 0 0 -1 0 |4

vv |0 0 1 -1 -2 o |1

v |0 0 0 -3 (D 1 |-%
zlo o o 1 1 o0 l41

Opat pouzijeme dudlny simplexovy algoritmus. V tretom riadku tabulky mame

’ 7 ~7 9~ . 1 1 _ L . . _g . . ;. .
dve zdporné cisla. Kedze mln{m, m} = 75, bivotom je —z. Eliminéciou piateho

stipca dostavame optimalnu simplexovu tabulku pripadu D

D 1 X9 V1 Vg U3 Vg
1 1 0 0 0 0 1 1
z [0 1 o0 + o -3 |2
vv |0 0 1 =% 0 -5 |3
v | O 0 0 5 1 =2 |3
z |0 o o0 % 0 2 |58
Ziskali sme tabulku s hodnotou tcelovej funkcie z = % > 40, v ktorej je pre-

mennd x; celociselnd, no x5 je zlomkom. Preto musime uvazovat dalsie podpripady
(a popri tom nesmieme zabudniit, ze potrebujeme este vyriesit pripad F). Mame
bud zy < 4 (pripad F), alebo z2 > 5 (pripad G). Pripady F' aj G si podpripadmi
pripadu D.

Pripad F': Po pridani pomocnej premennej vs do nerovnice o < 4 dostavame
T + v5 = 4. KedZe 9 = —%’Uz + %v4 + %, ziskavame rovnicu

1 5 _ 4
—§'U2+ §'U4+’U5 = —9

ktoru priddme ako predposledny riadok k simplexovej tabulke D
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F 1 T2 (A1 () V3 (2 Us

z |1 0 0 0 0 1 0 |1

[0 1 o0 L+ o -3 o0 |2

vv |0 0 1 —-% 0 -5 0 |3

vs |0 0 0 & 1 =% 0 |3

vs | 0 0 0 o 3 1 |-3
8 5 365

Aj tato tabulka je dudlne pripustnd, ¢ize opat pouzijeme dudlny simplexovy algo-
ritmus. Vo §tvrtom riadku mame pivota —% a eliminaciou stvrtého stlpca dostdavame
optimélnu simplexovd tabulku pripadu F

F 1 T2 V1 () V3 V4 Us

T 1 0 0 0 0 1 0 1
To 0 1 0 0 0 0 1 4
VU1 0 0 1 0 0 -1 -1 1
U3 0 0 0 0 1 0 1 0
V9 0 0 0 1 0 -5 -9 4
z 0 0 0 0 0 5 8 37

Ziskali sme celociselné rieSenie povodnej ulohy x1 = 1, o = 4 a z = 37. Kedze
rieSenie pripadu B je lepSie (z = 39), tak rieSenie pripadu F je pre nds bezcenné.

Pripad G: Po pridani pomocnej premennej vs do 2 > 5 dostavame zo —vs = 5.
KedZe 9 = —%’Ug + %114 + %0, ziskavame rovnicu

1 5 _ 5
5V2 — gl4 + U5 = —g,

ktori priddme ako predposledny riadok k simplexovej tabulke D

G |21 =x2 wvi w2 w3 Vg U5

¢z [1 0 0 0 0 1 0 |1
[0 1 o LY o -3 o |2
vv |0 0 1 - 0 -3 0 |3
v3 | O 0 0 + 1 =% 0 |32
w0 0 0 1 o0 B
z |0 0 0 § 0 5 0 |3

Pivotom je —% a elimindciou Siesteho stipca dostavame optimalnu simplexovi
tabulku pripadu G
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G |1 x3 wv1 vy w3 V4 U

z |10 0 £ 0 0 2 |0

zz |0 1 0 0 0 0 -1/|5

vv O 0 1 -1 0 0 -%]1

v3 /O 0 0 0 1 0 1 |1
1 9

vs |0 0 0 -t 0o 1 =211

z 1o o 0o 1 0 0 1 |40

Dostali sme celociselné rieSenie pévodnej tlohy 7 = 0, 22 = 5 a z = 40. Toto
rieSenie je lepSie ako rieSenie pripadov B a F, ¢ize momentdlne je toto rieSenie
naSim kandiddtom na optimélne rieSenie pévodnej ulohy celociselného linedrneho
programovania.

Pripad E: Na zaver vyrieSime zostavajuci pripad, ktory je podpripadom pripadu
C. Po pridani pomocnej premennej v4 do nerovnice x1 > 2 dostavame r; —vg = 2.

KedZe z; = —é’Ug - %’Ug + %, ziskavame rovnicu

1 9 _ 1
U2 + 503 + V4 = — 5,

ktord priddme ako predposledny riadok k simplexovej tabulke C'

E | z1 =z wvi vy vz vy

& [ 1 0 o Lt 2 o0 |2

z2 |0 1 0 0 -1 o0 |4

vv |0 0 1 -1 -%2 o |1

ve |O 0 0 § ¥ 1 |-%
zlo o o 1 1 o0 [41

Tato tabulka nie je optimalna, avSak nemédme v nej moznost na vyber pivota.
To znamena, ze tento pripad nema pripustné rieSenie. Teda optimalmym rieSenim
jex1=0,z9=5az=40. O

Hoci sa metdéda vetvenia moze zdat pracnejSia, ako orezavaci algoritmus, je
vSeobecnejsia. Touto metédou mozeme rieSit aj ulohy, v ktorych sa pozaduje celo-
¢iselnost len niektorych premennych.

Ked tlohu riesime orezavacim algoritmom, nestracame ziadne pripustné rieSenie,
zatial co metdda vetvenia nam zakazdym rozdeli celd mnozinu pripustnych rieSeni
na mensie mnoziny. Najdite optimélne rieSenia pripadov A az G z Prikladu 6.3 na
Obrazku 3.
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Cvicenia

CVICENIE 6.1. V nevelkej oblasti lezi 6 miest (sidlisk) a lokalny parlament
sa musi rozhodnit, kde ma postavit poziarne stanice. Chcu ich postavit mini-
malny pocet pri splneni podmienky, ze kazdé mesto bude dosiahnutelné od nejakej
poziarnej stanice do 15-tich mimit. Casy medzi mestami (v minitach) st zapisané
v tabulke

mestol mesto2 mesto3d mesto4d mestod mesto 6
mesto 1 0 10 20 30 30 20
mesto 2 10 0 25 35 20 10
mesto 3 20 25 0 15 30 20
mesto 4 30 35 15 0 15 25
mesto 5 30 20 30 15 0 14
mesto 6 20 10 20 25 14 0

Zostavte ulohu celociselného linedrneho programovania, ktorid mézu predstavitelia
oblasti pouzit na nijdenie minimdalneho poc¢tu poziarnych stanic.

CVICENIE 6.2. Néabytkdarska firma vyrdba stoly, lavice a stolicky. Na vyrobu
kazdého druhu nabytku je potrebnd surovina (drevené dosky) a dva druhy prace
(tesarska a finaliza¢nd). Mnozstva tychto zdrojov potrebné na vyrobu jedného kusa
nabytku su zaznacené v tabulke

stol lavica, stolicka
drevené dosky 8 m? 6 m? 1 m?
tesarska praca 4 hodiny 2 hodiny 1,5 hodiny
finalizaCnd praca 2 hodiny 1,5 hodiny 0,5 hodiny

V sti¢asnosti m4 firma k dispozicii 48 m? dreva, 20 hodin tesirskej prace a 9 hodin
finalizaCnej prace. Stoly sa predavaji po 60 €, lavice po 30 € a stolicky po 20 €
za kus. Pomocou celociselného linearneho programovania ndjdite plan produkcie
maximalizujici vynos.

CVICENIE 6.3. Pouzitim orezdvacieho algoritmu vyrieste tlohy celo¢iselného
linedrneho programovania.

a) max z = 1421 + 18z4 b) min z = 61 + 8z9
ak —z14+32, < 6 ak 3z1+ 22 >4
7.’171+ T9 §35 .’171+2$2 24

r1,29 > 0; x1,x2 celoCiselné r1,292 > 0; x1,z9 celoCiselné
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c) min z = 2x1 — 4x9

ak 2.’131+ i) S O
—4561—}— 4372 S 5

r1,x9 > 0; x1,x2 celociselné

d) max z = 4z + Hxa

ak 2x1+ 3z, <12
8$1+ 5.7)2 §4O

r1,x2 > 0; x1,x9 celociselné

CVICENIE 6.4. Metédou vetvenia vyrieSte nasledujice tlohy celociselného line-

arneho programovania.

a) maxz = 7x1 + 322

ak 2z1+ 29< 9
3.’L’1+ 2.’172 S 13

r1,x9 > 0; 1,9 celoCiselné

c) minz = 31 + z2

ak r1+ 5.’172 28
xr1+ 2.’172 24

r1,22 > 0; x1 celoCiselné

b) min 2z = 4z + 529

ak x1+4x9 >5

3.’1)’1—|— 2.’172 2 7
r1,29 > 0; x1,z9 celoCiselné
d) max z = 4z + 3z + x3

ak 3x1+2x9+ x3< 7
2$1+ ZE2+2$3§11

T1,To,x3 > 0; x9,x3 celoCiselné

CVICENIE 6.5. Sukromnd bezpecnostna sluzba pouziva kamery na ochranu ob-
jektu. Zamestnanci pozoruji monitory, ktoré si umiestnené v uzamknutej miest-
nosti a menia sa v 8-hodinovych intervaloch. Pocas vymeny zmien sa v miestnosti
stretni zamestnanci z konciacej aj zo zacinajicej zmeny. Zamestnanci z tychto
zmien sa v miestnosti zamkni a preberu sluzbu. Vzapati zamestnanci z konciacej
zmeny odidu a zostanu tam uz len zamestnanci z novej zmeny. Z bezpec¢nostnych
dovodov sa pozaduje, aby boli pocas prvej vymeny pritomni asponn 3 zamest-
nanci, pocas druhej vymeny aspon 4 a pocas poslednej vymeny aspon 2 zamest-
nanci. Zostavte tlohu celoc¢iselného linearneho programovania minimalizujicu pocet
zamestnancov potrebnych na strazenie objektu a vyrieste ju.
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7 EXTREMY FUNKCIE VIACERYCH
PREMENNYCH

Derivacie
Nech je f(z1,x2,...,2,) funkcia n premennych. Potom parcidlna derivacia
%f(al,am...,an) funkcie f v bode (a1,as,...,a,) podla z;, 1 < i < n, je zvy-

¢ajnd derivicia funkcie jednej premennej f(z;) v bode a; ak polozime z; = a; pre
j # 1. Presnejsie,

) A1y Tjye--s0p) — flar,...,a4,...,0
5 f(al,a2,---;an): lim .f( 1 s L1y ) k) f( 1, s U, ; n)
€Ty Ti—r0; Ty — Q4
Symbolom a%if(ml’ Za,...,Ty) (pripadne g—a{i, [, (X1, 22,...2y,) alebo f; ) ozna-
¢ujeme funkciu, ktorej hodnotou v bode (a1, as, - . ., ay,) je prave parcidlna derivécia
%f(al, ag,...,04y).

V&imnime si, ze ked pocitame f; ., tak vSetky premenné rézne od z; chdpeme
ako konstanty.

PRIKLAD 7.1. Vypotitajte f, a f, ak f(z1,22) = T3 -1y + €% — Inxs.

RIESENIE. Ked budeme povazovat zo za konStantu, povedzme zs = ci, tak
mame f = 3:% -9+ €*' —1n ¢o. Zderivovanim podla z; dostavame 2x1co + €*, takze
plati f, =222 + €.

Podobne vypocitame f, =z} — é O

Poznamenajme, Ze v pripade dvoch premennych je a%i f(a1,az) spad dotycnice
ku grafu funkcie f (¢iZe k ploche uréenej rovnicou z = f(x1,22)) v smere osi z;. Na

Obrazku 4 mame 3—21f(a1, asz).

Nech je f(z1,z9,...,z,) funkcia n premennych. Potom k-ta parcidlna deri-

. . o k ; )
vacia sa oznacuje fgﬁzl)%mlk (pripadne m

tito najprv derivujeme podla z;,, potom podla z;,, ... aZ nakoniec podla z;, .

). Ziskame ju z funkcie f, ak

af of

8:1%1 8$i2 a$i2a$i1
v bode (a1, as,...,a,), tak maji v tomto bode rovnaki hodnotu.
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Obrazok 4

Maxima a minima

Nech je f(x1,x2,...,2z,) funkcia n premennych a A = (aq,as,...,a,) je bod
z jej definicného oboru. Pre kazdé i, 1 <7 < n, polozime

9f(A)  Bf(A) 9£(A)

Ox10x1 Ox10xo e Ox10x;

o0f(A) 0f(A) of(A)

D‘ __ | Ox20z1 Ox20x2 Tt Ox20x;
;=

0f(A)  of(4)  of(A)

Ox; 01 Ox;0x2 e Ox;0x;

Matica zodpovedajica determinantu D,, sa vold Hessian funkcie f a determi-
nanty Dy, D, ... D, si hlavné minory tejto matice.

Bod A z defini¢ného oboru funkcie f sa nazyva kriticky, ak ma funkcia v tomto
bode vSetky parcidlne derivicie rovné 0 (pripadne ak tieto derivicie neexistuji).
Je zrejmé, ze ak ma funkcia f v bode A prvé parcidlne derivacie podla vSetkych
premennych a f ma v A relativne minimum alebo relativne maximum, tak sa vSetky
tieto parcidlne derivécie rovnaju 0. Cize ak m4 f v A lokdlny extrém, tak A je
kriticky bod. Nasledujica veta opisuje opac¢ni implikaciu.

VETA 7.1. Predpokladajme, Ze funkcia f(zi,z2,...,2,) md v kritickom bode
A= (a1, as9,...,a,) vietky druhé parcidlne derivdcie. Potom plati:

(i) ak Dy >0, Dy >0, ..., D, >0, tak f md v A relativne minimum;
(ii) ak D1 <0, Dy >0, D3 <0, Dy >0, ..., ¢ize ak (—1)* - D; > 0 pre vietky
1, 1 <i<mn, tak f md v A relativne maximum;
(iii) ak neplati D; > 0 pre vietky i, 1 <i < n, ani (—1)* - D; > 0 pre vietky 1,
1 <i<n, tak f nemd v A ani relativne minimum ani relativne maximum.

Poznamenajme, ze v predchadzajicej vete je ,medzera“. Ak D; = 0 pre niektoré
1, tak funkcia f v A niekedy lokdlny extrém méd a niekedy ho nema.
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Mnozina bodov S je konvexnda, ak s kazdymi dvoma bodmi obsahuje celd
usecku, ktora tieto body spéja. Pre jednoduché funkcie, akymi su napriklad kvadra-
tické, mozeme pouzit nasledujice tvrdenie.

VETA 7.2. Predpokladajme Ze definiény obor D(f) funkcie f(z1,za,...,2,) je
konvernd mnozina a am?gmj st spojité pre vsetky it a 7, 1 < 1,7 < n. Potom plati:
(i) ak D; > 0 pre kazdé A € D(f) a1 < i < n, tak lubovolné lokdlne minimum
funkcie f je globdlnym minimom na D(f);
(ii) ak (—=1)"- D; > 0 pre kazdé A € D(f) a1 < i < n, tak tubovolné lokdlne
mazximum funkcie f je globdlne mazximum na D(f).

PRIKLAD 7.2. N3jdite relativne minim4 a relativne maximé funkcie dvoch pre-
mennych f(z1,z2) = £129(6 — 1 — z2).

RIESENIE. Mame
fo, (X1,22) = 22(6 — T4 — T2) — 2122 = 22(6 — 221 —x2) a
falc2 (1171,.’172) = 5171(6 — 1 — .’132) — T1T9 = 5171(6 — 1 — 2:172).

Rovnice f, (A) =0 a f;, (A) = 0 st splnené len v bodoch A = (0,0), A = (0,6),
A= (6,0)a A=(2,2). Kedze

f;llml = _2'7;27 f;,1z2 = 6 - 25!71 - 2.T2,
f;;ﬁl =6 — 21 — 23y, f:::,2.’1:2 = —2z1,
tak
—2x5 6 — 21 — 2x9

_ (a B 2
6 — 2$1 . 21172 —2.’171 = 41171.’172 (6 2.’131 2.’1}2) .
V bode A = (0,0) mdme Dy = —36, v A = (0,6) je Dy = —36, v A = (6,0) je
Dy = —-36 av A= (2,2) plati Dy = 12. Teda v bodoch (0,0), (0,6) a (6,0) funkcia
f nemd lokédlne extrémy. V bode (2,2) mé relativne maximum, lebo v tomto bode
Di=-4<0. O

Vsimnime si, Ze relativne maximum, ktoré sme nasli v Priklade 7.2, nie je
globdlne (uvazujme z2 < 0 a nechajme x; rdst nad vSetky medze). Na tento priklad
nemozno aplikovat Vetu 7.2, lebo ﬁ f(A) je pre niektoré A € D(f) kladné.

PRIKLAD 7.3. Firma vyraba dva vyrobky X; a X5. Dopyt je funkciou ceny a pre
tieto vyrobky je 1 = 50 —pq, respektive x5 = 35— %pg, (tu z; je mnozstvo vyrobku
X; dodané na trh a p; je jeho cena, 1 < i < 2). Vieme, ze funkcia ndkladov pre tieto
vyrobky je C(z1,z2) = 2z125. Uréte, kolko vyrobkov X; a X5 mé firma vyrdbat
aby maximalizovala zisk.

RIESENIE. Z funkcii dopytu si vyjadrime ceny vyrobkov. Kedze p; = 50 — x;
a pa = 70 — 2x4, tak vynos R(z1,z2) je

R(z1,72) = p11 + paxe = 50z, — 23 + 70x9 — 223.
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Zisk je rozdielom vynosov a nakladov, ¢ize

P(z1,23) = R(x1,22) — Oz, 23) = 5021 — 22 + T0x9 — 222 — 221 5.
Parcialne derivécie s

P, (z1,22) =50 — 221 — 222 & P, (z1,22) =70 — 221 — 425
a pre kriticky bod A = (a1, as) plati

50—2@1—20220 CL1:15
z ¢oho vyplyva

70—2@1—40220 CL2:10
Druhé parcialne derivacie sa
P ., =-2, P ., =-2,
P,, — _2 PI/ — _4

T2k 22

Clze

-2 =2

‘_2 _4‘ =8—4=4.

Kedze Do = 4 > 0 a D; = —2 < 0, tak funkcia P md v bode (15, 10) relativne
maximum. Naviac, D; < 0 a Dy > 0 plati pre kazdy bod z definicného oboru
funkcie P, takze podla Vety 7.2 mdme v bode (15,10) globdlne maximum. Teda
firma by mala vyrabat 15 kusov vyrobku X; a 10 kusov vyrobku X,. [

Lagrangeove multiplikatory

Metodu Lagrangeovych multiplikatorov pouzijeme, ked hfaddme minimum
alebo maximum funkcie viacerych premennych, pricom rieSenie musi spliat ohra-
nicenia, ktoré maju tvar rovnic.

Uvazujme problém

optz = f(z1,x2,...,Tn)

ak  gi1(z1,T2,...,2,) =0
92($17x27"'a$n) =0 (1)
9m(Z1,29,...,2,) =0

kde ,,opt“ je bud , min“, alebo ,max".
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Aby sme vyriesili (1), zostrojime Lagrangeovu funkciu

F(xy,...,Zn, Ay Am) = f(21,. .0 20) +
+)\1-gl(arl,...,xn)+---+)\m-gm(x1,...,a:n).

Premenné Aq, As, ..., A\, sa nazyvaju Lagrangeove multiplikatory.

D4 sa ukazat, ze vietky riesenia (1) si kritickymi bodmi funkcie F'. Budeme preto

hladat bod A = (a1,...,an,b1,...,by), v ktorom sa vSetky parcidlne derivicie F
rovnaju nule. Teda budeme riesit systém rovnic
9 F(a an, b bm) =0
33:1 1y---5Wn,V1, yUm) —
0
—F(ai,...,0n,b1,...,bp) =
8:1:” ( 1 ny V1 m)

gm(ala"'aan) =0
pretoze %F(al,...,an,bl,...,bm) =gi(a1,...,a,) pre 1 <i < m.

Ak chceme urcit, ¢i je v kritickom bode A extrém, pouzijeme nasledujicu vetu.
V nej zostrojime determinanty D;, 1 < ¢ < n, pre Lagrangeovu funkciu F' analo-
gicky, ako sme kon§truovali tieto determinanty pre funkciu f vo Vete 7.1.

VETA 7.3. Predpokladajme, Ze v kritickom bode A existuji vSetky druhé parcidl-
ne derivdcie funkcie F' podla x; a xj, 1 <i,5 <n. Potom plati:
(i) ak Dy > 0, Dy >0, ..., D, > 0, tak v A je relativne minimum problé-
mu (1);
(i) ak D; <0, Dy >0, D3 <0, Dy >0, ..., ¢ize ak (=1)*- D; > 0, pre vietky
i, 1 <i<mn, tak v A je relativne mazimum problému (1).

Vsimnime si, Ze determinanty D; v predchadzajicej vete sa konStruovali len pre
') spfﬁajﬁce 1 <2 <mnaniel < i <n-+m. Napriek tomu sa ¢isla by, ba,..., by
mozu vyskytnit v druhych deriviciach, takze ich potrebujeme vypocitat.

Moze sa vSak stat, ze v kritickom bode funkcie f testy (i) a (ii) z Vety 7.3 zlyhajui
a napriek tomu ma funkcia v danom bode extrém, pozri Priklad 7.5. V takom
pripade musime preskimat body v okoli A, aby sme urcili, ¢i je v A relativny
extrém.

PRIKLAD 7.4. UvaZzujeme v rovine dve krivky dané rovnicami g;(z1,z2) = 0 a
92(z1,x2) =0, kde
g1(z1, ) = 222 — 4z129 + 225 — 21 — T2 A

92(371,372) =921 — Txe + 16.
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Grafom g; = 0 je parabola, zatial co grafom g, = 0 je priamka. Najdite bod na
parabole, ktorého vzdialenost od priamky je minimélna.

NAzNAK RIESENIA. Nech je (u1, ug) fubovolny bod na parabole a nech je (v1, v2)
Tubovolny bod na priamke. Vzdialenost z (u1,u2) do (vy,v2) je

\/(U1 —v1)?2 + (ug — v2)?
a nasou tlohou je najst
min z = (u; — v1)? + (ug — va)?
ak 2u% — duqug + 2u§ —u;—us =20

9U1—7U2+16:0

Lagrangeovou funkciou je

F(’U,l,’U/Q,’Ul,’UQ,)\l,AQ) = (UI_U1)2 + (u2_U2)2 +

+ )\1 . (2U%—4U1U2+2U§—U1—U2) + )\2 . (9’[)1—7’[)2+16),

a aby sme nasli jej kritické body, potrebujeme vyriesSit systém

el
I

we =2(u1 —v1) + A (4ug —4uy —1) =0
F,, =2(ug —v2) + A1 (dug —du; — 1) =0
Fl = -2(u1 —v1) + 9 =0

vy = —2(ug —v2) —TA2 =0
F>I\1 :2U%—4U1U2+2ug—u1—u2:0
F{, =901 — Tua +16 =0

&l
I

Jedinym riesenim daného systému je uy = 3, ug = 5, v1 = -, va = FEF a
Al = Ay = %. Teraz
Filiu, =2+ 40 Fryy = Fuiu, =0
Fﬂlt,ﬂtz = F1IL,2u1 = _4)‘1 FQILIZW = Fq,);uQ = -2
F gy = Fju, = =2 Fyly, =2
Frpy = Fppu, =0 Fypy =Fpy, =0
FquQU2 =2+ 4)\1 Fqulzvz; =2

a v bode (3,5,%2 38 & &) plati D; > 0, Dy > 0, D3 > 0 a Dy > 0. Teda
v tomto bode je relativne minimum. Z podstaty prikladu je zrejmé, ze kazdé re-

lativne minimum je globdlnym, ¢ize hladanym bodom na parabole je bod (3,5). O

Nasledujuci priklad je ukazkou toho, Ze bezduché aplikovanie zlozitého aparatu
nemusi vzdy dat zelany vysledok.
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PRIKLAD 7.5. Mald firma vyréba pre miestny trh dva druhy vyrobkov X; a Xj.

Zisk z vyroby a predaja tychto dvoch tovarov je z = z? - z2, kde z; predstavuje

mnozstvo vyrobkov X; a zs je mnozstvo vyrobkov X,. Ceny tychto vyrobkov
(v eurdch) s p; = 2 a ps = 4, pricom je zndme, 7ze zdkaznici si ochotni vynalozit
na tieto vyrobky 40 € denne. Pre aké hodnoty z; a x5 dosiahne firma maximalny
zisk?
RIESENIE 1. NaSou tlohou je najst
max z = 3 - 3
ak 2.73‘1-|—4.’172—40:O

Lagrangeovou funkciou je
F(z1,29,\1) = 22 - 23 + A1 (221 + 45 — 40)

a aby sme nasli jej kritické body, potrebujeme vyriesit systém

F, =221334+ 2\ =0

F, =22im54+ 4\ =0

F;\1 =2x1 +41,—40=0

Pripoéitanim (—%)—nésobku druhej rovnice k prvej ziskame
22173 — 122y = (209 — T1)T122 = 0,

z C¢oho plynie, ze bud z; = 0, 9 = 0, alebo 2x5 — 21 = 0. KedZe v prvych dvoch
pripadoch je zisk nulovy, ¢o zjavne nie je maximom, dostavame

—T +2332 =0
1 +2332 = 20

Gize £, = 10, £ = 5 a Ay = —250. Dalej

F!  =2x2, F, . =F, . =A4z1%s, F' =222

ZT1T1 T1T2 T2T1 T2T2

Teda v bode (10,5, —250) mame

Fa’:1a:1 = 90, Fa’hwz = F;@ml = 200, Fg’m62 = 200,
¢o ddva D1 =50 > 0 a Dy = 50-200— 200 -200 < 0.

Kedze Dy < 0, nevieme uréit, ¢i je v bode (10,5) maximum. V tomto pripade je
Veta 7.3 bezcennd a musime vySetrit body leziace pri (10,5) a porovnat hodnotu
ucelovej funkcie v tychto bodoch s 102 - 52 = 2500. O

Priklad 7.5 sme nemuseli rieSit pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov. Kedze
ohranicCenie je linedrna funkcia, jednu z premennych sme mohli vyjadrit pomocou
druhej, ¢im by sme ziskali funkciu jednej premennej, ako uvadzame v nasledujicom.
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RIESENIE 2. KedZe ohraniCenie ma tvar 2x, + 4xs = 40, v rieSeni musi platit
x1 = 20 — 2z5. Ked tuto hodnotu dosadime do funkcie zisku, dostaneme

z =12 22 = (20 — 2x5)%22 = 425 — 8023 4 40022 = f(x»).
Teraz je uz zisk funkciou len jednej premennej. Kedze

f1, = 16z5 — 24023 + 8002 = 16z5(x3 — 1522 + 50),

x

tak kritickymi bodmi st 2 = 0, £y = 15=¥15"=4:50 "132_4'50 =5 a gy = 15+V157-4:50 "132_4'50 = 10.
Dalej,
fr o, =16 - (333 — 3022 + 50)
takze
f;’2w2(0 =16-50=2800>0

) =16
f o (5) =16+ (75 — 150 + 50) = —400 < 0
£ .. (10) =16 - (300 — 300 + 50) = 800 > 0

T2T2

Teda zisk je maximalny pre zo =5 a x1 = 20 — 225 = 10, ako sme ocakavali. [

Cvicenia

CVICENIE 7.1. N3§jdite parcidlne derivécie g—gfl a g—ﬁfz nasledujicich funkcii.

a) 4—a?— 12 b) 22— 22 c) ln<w1—\/x%+az§>

z2

d) 23 ¢ i f) In(zte)

T1—T2

CVICENIE 7.2. Néjdite relativne minimé a maxim4 funkcie z = f(z1, z2).

2 2 a? o}
a) z=2x] —6x129+ 525 — 1+ 3T2 + 2 b) i=r -y
¢) z=1xiTy+ 1175 — T179 d) z=21z}+125+ 62129
e) z=2x5+25 — 18x120 + 215 f) z=2223(12 — 21 — x5)

CVICENIE 7.3. Néjdite relativne minima a maximad funkcie f(z1, z2,x3).

a) f(x1,z9,x3 =22 — 22422 — 129 — 221+ 319 — 435+ 6
1 2 3

b) f($1,$2,$3) =

I + o + I3
’
.’L‘Q-{-.’Eg .CE1+SE3 xr1 + X2

ak x1,T2,T3 > 0
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CVICENIE 7.4. Spolo¢nost vyraba dva vyrobky X; a Xs5. Vynos z ich predaja je
R(x1,2) = 5z1+4xo pri ndkladoch C(z1,x2) = 202 — 22129 + 12 — 721+ 1029+ 11,
kde z; je mnozstvo vyrobku X;, 1 < i < 2. Zistite, aké mnozstva X; a Xs ma
spoloénost vyrabat, aby maximalizovala zisk. (Pripominame, Ze zisk je rozdielom
vynosov a nakladov.)

CVICENIE 7.5. Monopolny vyrobca vyraba produkt, ktory doddva dvom za-
kaznikom. Ked doda prvému zakaznikovi q; jednotiek tovaru, tak tento je ochotny
zaplatit 150 — 15¢q; € za kus. Na druhej strane, ked doda druhénu zdkaznikovi ¢
jednotiek tovaru, tak tento je ochotny zaplatit 70 — 4go € za kus. Pri vyrobe ¢
kusov s ndklady 100+ 15¢g €. Kolko kusov tovaru ma monopolny vyrobca vyrobit
a ako ho ma rozdelit medzi svojich zdkaznikov, aby maximalizoval zisk?

CVICENIE 7.6. Firma ma dve tovarne. Ndklady na vyrobu z; jednotiek tovaru
v prvej tovarni st x3 + 1200 a ndklady na vyrobu s jednotiek tovaru v druhej
tovarni st 3z3 + 800. Firma m4 objednavku na 1200 jednotiek tovaru. Kolko to-
varu mé firma vyrobit v jednotlivych tovarnach, ak chce minimalizovat naklady?
(Vyrieste problém pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov a potom dosadenim
vhodného vyrazu za jednu z premennych vyrieSte problém pomocou funkcie jednej
premenne;j.)

CVICENIE 7.7. Mala spolo¢nost vyraba stroje. Jednotku kapitalu vie ziskat za
dolar a hodinu préace vie ziskat za dva dolare. Ak bude mat K jednotiek kapitalu
a L hodin prace, tak dokdze vyrobit K/3L2/3 strojov. Zistite, aky najvacsi pocet
strojov moze firma vyrobit, ak ma na zadovaZenie kapitalu a prace k dispozicii
10000 dolarov. (Vyrieste problém pomocou Lagrangeovych multiplikdtorov a po-
tom dosadenim vhodného vyrazu za jednu z premennych vyrieste problém pomocou
funkcie jednej premennej.)

CVICENIE 7.8. Najdite relativne minimé a maximd funkcie z = x, + x5 pri
obmedzeni é + % = a%

CVICENIE 7.9. Nijdite relativne minima a maximé funkcie dvoch premennych
f(z1,72) = (1 — 1)? + (22 — 2)? ak m4 platit 22 + 22 = 1.

CVICENIE 7.10. Najdite relativne minima a relativne maximda funkcie dvoch

premennych z = (21 — 2)? — (z3 — 1)2 pri ohraniceni 2?2 — z2 = 3.
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8 MATEMATICKE PROGRAMOVANIE

Definicie

Uloha matematického programovania je optimaliza¢ny problém, ktory mé
tvar

optz = f(z1,%2,.-.,Tn)
ak gi(®1,72,...,2,) >0
92(z1,x2,..., ) >0 (1)

gm(x17x27 .- '7-7;11) Z 0

Tu ,,opt“ je ,max", alebo ,,min“; x1,xs,...,x, si premenné a f, g1, 92,...,gm si
funkcie n premennych.

Poznamenajme, Ze ak by sme potrebovali ohranicenie tvaru g(z1, s, ..., zn) < 0,
tak toto mozno zapisat nerovnicou —g(z1,a,...,2,) > 0. Tvar (1) pripista aj
ohrani¢enia v tvare rovnic. To preto, lebo ohranicenie g(z1,z2,...,2,) = 0 sa
dé zapisat pomocou dvojice g(x1,Z2,...,2Zn) > 0 a —g(z1,Z2,...,2,) > 0. Teda
metddou Lagrangeovych multiplikdtorov, ktord sme prebrali v predchadzajicej
kapitole, vieme vyriesit niektoré Specidlne ilohy matematického programovania.

Ak by sme potrebovali, aby bola premennda z; nezapornd, stac¢i pridat ohranicenie
z; > 0. Toto ohranicenie vSak obycajne pridivame az dodatocne, ak optimalne
rieSenie bez neho bude mat zaporni hodnotu z;. To preto, lebo ¢im bude v tlohe
viac ohraniceni, teda ¢im bude m vacsie, tym bude tato uloha zlozitejsia.

7 predchadzajiceho vyplyva, ze tloha linearneho programovania je Specidlnym
pripadom tlohy matematického programovania.

Kuhn-Tuckerove podmienky

Ulohu matematického programovania mozeme rieSit pomocou nasledujcej dvojice
viet, ktoré sa nazyvaju Kuhn-Tuckerove podmienky. Avsak ak budu funkcie f,
respektive g; ,prilis komplikované®, tak ndm Kuhn-Tuckerove podmienky nepo-
mézu. To preto, lebo vieobecni tilohu matematického programovania (1) nedoké-
zeme vzdy vyriesit.
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VETA 8.1. Ak je bod A = (a1, as,...,a,) optimdlne rieSenie minimalizacného
problému (1), tak tento bod vyhovuje ohraniceniam (1) a existuji nezdporné céisla
Al, )\2, ey )‘m také, ze

0 “ 0
A) — Ai—gi(A)=0 =1,2,...
8$L'1,f( ) J:Zl Jaxigj( ) ? [ y
Ai(gi(4) =0 j=1,2,....m
VETA 8.2. Ak je bod A = (ay,as,...,a,) optimdlne rieSenie maximalizacného

problému (1), tak tento bod vyhovuje ohraniceniam (1) a existuji nezdporné céisla
A1, A2, ..., Ay, také, Ze

0 ™ o
A )\— A:O ‘:132)-.-1
5 )+j§:; 504 i n
Ai(gi(A) =0  j=1,2,...,m
Vsimnime si, ze koeficienty A1, Ag,..., A\, vo Vetach 8.1 a 8.2 musia byt ne-

zaporné. Tato podmienka nemusela byt splnena pre Lagrangeove multiplikdtory
v predchadzajicej kapitole.

Koeficienty A1, Ag, ..., Ay, st tienové ceny. To znamend, ze nahradenim nerov-
nice

9j(x1,2z9,...,2,) >0,
¢o je vlastne

—gj(x1,22,...,2,) <0,

nerovnicou
—9j(z1,22,...,2,) <1,
Cize
9j(z1,22,...,2n) +1 >0,
vzrastie hodnota tcelovej funkcie o A;. (Kedze g;(z1, 22, . . ., ) nemusi byt linedrna

funkcia, tak tdto hodnota vzrastie iba ,priblizne“ o hodnotu A;.)

Skumajme teraz, ako sa zmenia Kuhn-Tuckerove podmienky ak pozadujeme,
aby boli vSetky premenné nezaporné. Potom bude mat tiloha matematického pro-
gramovania tvar
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optz = f(z1,22,...,Tn)
ak gi(r1,22,...,2,) >0
> 0

92(371,532, .. 'axn)

(2)

Im(T1, T2, ..., Tp) >

x, >0

Teraz aplikovanim Kuhn-Tuckerovych podmienok dostavame, ze ak je bod
A = (ay,as2,...,a,) optimélne rieSenie problému (2), tak tento bod vyhovuje
ohrani¢eniam (2) a existuji nezdporné ¢isla Ay, Ag, ..., Ay, fh1, 2, - - -, fhy, také, 7e

0
8.’L‘i

JAFI Ng—gi(A)Fp; =0 i=12...n
Jj=1 *

Ai(gi(A4) =0 j=1,2,....m
,uiai:O i=1,2,...,n
pricom horné znamienko v F sa vztahuje na minimaliza¢ni a dolné na maximali-

zacnu ulohu. Ked teraz dosadime p; z prvej sady rovnic do poslednej, dostavame
nasledujtice tvrdenia.

VETA 8.3. Ak je bod A = (a1, as,...,ay,) optimdlne rieSenie minimalizacného
problému (2), tak tento bod vyhovuje ohraniceniam (2) a exristuji nezdporné ¢isla
A1, A2, ..., Ay, také, Ze

0 0
_ . q.: > ) —
3xif(A) JE:l Aj 8xigj (A) >0 1=1,2,...,n

Aj(gj(4) =0 j=1,2,....m

0 0 '
[833if(A)_j;)\j8—.Tigj(A):|ai_0 1=1,2,...,n

VETA 8.4. Ak je bod A = (a1,as,...,a,) optimdlne rieSenie maximalizacného
problému (2), tak tento bod vyhovuje ohraniceniam (2) a existuji nezdporné céisla
A1, Ao, .., Ay také, Ze

0 i 0
-~ g:(A) < —
axif(A)-l-jz:;)\Jaxigj(A)_O i=1,2,....n
Aj(g5(4)) =0 j=1,2,....m
0 ]”(A)-l—in:)vi i(A)|a; =0 i=1,2 n
8$i = ]8.’L'igg T S Rt I
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Vety 8.1 az 8.4 ddvaji nutné podmienky na to, aby bol bod A = (a1, as,...,ay)
optimélne rieSenie problému (1), respektive (2). To znamend, ze ak pomocou tychto
viet ndjdeme bod A, tak tento eSte nemusi byt optimalnym. (Je iba akymsi ,kritic-
kym*“ bodom.) Nasledujice tvrdenia ndm davaji podmienky, ktoré si postacujice.
Teda ak bod A niektoru z tychto viet spfﬁa, je optimalnym rieSenim.

VETA 8.5. Predpokladajme, Ze hladdme riesenie minimalizaéného problému (1),
respektive (2). Ak je funkcia f(x1,%2,...,z,) konvexnd a gi(x1,%2,...,T,) st
vSetky konkdvne, tak Pubovolnyg bod A = (ay,as,...,ay), ktory spl;ia predpoklady
Vety 8.1, respektive Vety 8.3, je optimdlnym rieSenim problému (1), respektive (2).

VETA 8.6. Predpokladajme, Ze hladdme rieSenie mazximaliza¢ného problému (1),
respektive (2). Ak je funkcia f(x1,2a,...,x,) konkdvna a véetky g;(x1, T2, ..., %)
su tieZ vsetky konkdvne, tak lubovolny bod A = (aq,as,...,ay), ktory spl’ﬁa pred-
poklady Vety 8.2, respektive Vety 8.4, je optimdlnym riesenim problému (1), res-
pektive (2).

Pouzitie Kuhn-Tuckerovych podmienok vysvetlime na dvoch prikladoch.

PRIKLAD 8.1. Nech je f funkcia jednej premennej a nech si hy a ho ¢isla, pre
ktoré plati h;y < hy. Pouzitim Kuhn-Tuckerovych podmienok vyrieSte maximali-
zacny problém

max z = f(x)

ak h1§$§h2

RIESENIE. NaSou ulohou je vyrie§it problém
max z = f(x)

ak =z — hl 2 0

—x + hz Z 0

Podla Vety 8.2 mame najst nezaporné cisla A; a Ay také, ze plati

f@)+ A=A =0 (3)
Al(a—hq) =0 (4)
)\2(—0 + h2) =0 (5)

Ak bod a a é¢isla A} a Ay vyhovujd rovniciam (3), (4) a (5), tak a vyhovuje
Kuhn-Tuckerovym podmienkam, a teda v tomto bode sa mo6ze dosahovat optimélne
rieSenie. Uvazujme §tyri pripady

(i) A1 =0 a Ay = 0. Potom f'(a) = 0 podla (3). Cize ak f'(a) = 0, tak v a sa
moze dosahovat optimum.
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(ii) Ay = 0 a A2 > 0. Podla (5) a = hy a z (3) mdme f'(a) = f'(h2) = A2
Teda f’(hs) > 0. Cize ak a = hy a f'(a) > 0, tak v a sa mdze dosahovat
optimum.

(ili)) Ay > 0 a Ay = 0. Podla (4) a = hy; a z (3) mdme f'(a) = f'(h1) = —A1.
Teda f'(h1) < 0. Cize ak a = hy a f'(a) < 0, tak v a sa moze dosahovat
optimum.

(iv) Ay > 0a Ay > 0. Potom a = hy a a = ha, o je mozné len ak hy = hs.
V takom pripade je optimum v a = hy = hs.

Ohranicenia su linedrne, a teda konkavne. To znamend, Ze ak je f konkavna

funkcia, tak ndjdené mozné rieSenia si podla Vety 8.6.optiméalne. [J

Pre kazdy z pripadov v predchiddzajicom priklade nacrtnite zodpovedajici graf
funkcie f, ktord je na intervale (hq, ha) konkdvna.

PRIKLAD 8.2. Monopolny vyrobca moze zakiipit nanajvys 20 litrov chemikélie
v cene 10 € za liter. Pri nakladoch 3 € za liter dokdze spracovat liter chemikdlie
na liter produktu X; a pri ndkladoch 5 € za liter dokéze spracovat liter chemikalie
na liter produktu X5. Dopyt po tovare X; je dany zavislostou p; = 30 —z1 a dopyt
po tovare X5 je pa = 50 — 2z, kde p; je cena za liter pri dodani x; litrov na trh,
1 <1 < 2. Zistite, pri akom mnozstve zaktipenej chemikalie a pri akych objemoch
vyroby X; a X5 dosiahne vyrobca maximalny zisk.

RIESENIE. Oznatme 3 mnozstvo zakipenej chemikdlie. Potom zisk je rozdielom
vynosov a nakladov, Cize
P(.’L’l, o, .733) = .731(30 - .731) + $2(50 — 22132) — 3.731 - 5.732 — 10.’L’3 =
= —27 — 223 + 27z, + 4525 — 1023

Teda nasou ulohou je vyriesit problém
max z = —x; — 23 + 2771 + 4529 — 1073

ak —z1—22+23>0
20—.’13320

Ako sme spomenuli vySSie, najprv sa pokusime vyriesit problém bez dodato¢nych
obmedzeni 1 > 0, o > 0 a 3 > 0. Iba ak tento postup zlyha, priddme ohranicenia
na neziapornost premennych.

Podla Vety 8.2, pre optimédlne rieSenie A = (a1, a2, ag) existuji nezaporné &isla
A1 a Ay také, ze

—2a1+ 27—\ =0 (6)
—day+ 45— A =0 (7)
—10+ X1 — A2 =0 (8)
A(—a1 —az+a3)=0 9)
A2(20 — a3) = 0 (10)
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Tak ako v predchadzajicom priklade, aj teraz budeme uvazovat Styri pripady
(i) Ay =0a Xy =0.Potom 10 = 0 podTla (8), takZe tento pripad nemoze nastat.

(ii) Ay =0 a A2 > 0. Potom Ay = —10 podla (8), ¢o odporuje nezaponosti As.

(iii) A1 > 0 a Ay = 0. Podla (8) mame A\; = 10. Teraz a; = 8,5 podla (6) a z (7)
plynie ag = 8,75. Na zdver, (9) ddva az = 17,25. Tieto hodnoty spliiaju
Kuhn-Tuckerove podmienky.

(iv) A1 > 0 a Ay > 0. Podla (10) méme a3 = 20 a z (9) plynie as = 20 — a;.
Tvrdenie (7) moZeme prepisat v tvare

—4(20—a1)—|—45—)\1:4a1—35—)\1:0

a ked k tejto rovnici priddme dvojnédsobok (6), tak dostavame 19 — 3\, = 0.
Teda A\, = ?. Podla (8) mame Ay = —10 + 1—?? = —13—1 < 0, ¢o odporuje
nezapornosti As.
Funkcia P(z1, z2,x3) je konkdvna, lebo je si¢tom konkavnych funkcii. Konkavne
s aj ohranicenia, lebo st linedrne. Teda (8,5;8,75;17,25) je optimdlne rieSenie, pri
ktorom sa dosahuje zisk 225,375. [

Vsimnime si, ze predchadzajuici priklad sa dal riesit jednoduchS$ie. Je zrejmé,
ze ¢o firma nakupi, to spracuje. Teda mozno predpokladat a3 = a; + a2 a po
dosadeni za a3 do ucelovej funkcie ziskame problém, ktory mé iba dve premenné.
Koniec koncov, ziskané rieSenie s Ay > 0 a Ay = 0 tvrdi, Ze prvé ohranicenie je
v optimalnom rieSen{ splnené rovnicou a druhé ostrou nerovnicou (uvedomme si, 7e
A1 a Ag st tieflové ceny ohranceni).

Cvicenia
CVICENIE 8.1. N§jdite minimum funkcie f(z1,z2) = (v — 1)% + (z9 — 2)? pri
ohrani¢eniach. (VSimnite si, ze pripad a je podstatne jednoduchsi ako b.)

a) —T1+To = 1 b) —T1+ T2 Z 1
1+ X9 §2 1+ o §2

CVICENIE 8.2. N§jdite minimum funkcie dvoch premennych pri dvoch linedr-
nych ohraniceniach.

a) min z = 223 — T b) min z = x1 + 215
ak 2:61—582 S 1 ak T1+ X9 §2
r1+x2 <1 201+ 19 <3

1,22 >0 1,72 > 0
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CvICENIE 8.3. N§jdite maximum funkcie dvoch premennych pri dvoch linedr-
nych ohraniceniach.

a) min z = 20z1 + 10z5 — 23 b) min z = 15z + 20z — 23 — 23
ak 3xri1+ 29 <20 ak 2z14+ x4 <10
$1+2£E2 S15 .731—}— 2372 S12
z1,22 > 0 z1,%2 2 0

CVICENIE 8.4. N4jdite minimum funkcie z = (z; — 1)? + (2x5 — 1)? pri ohrani-
Ceniach —x1 + 22 >1a x1 + 22 < 3.

CVICENIE 8.5. Najdite minimum funkcie z = —2% — 22 + 421 + 6x5 pri ohrani-

ceniach 1+ 12 <6, 0<z1 <3a0< 2y <4.

CVICENIE 8.6. Najdite maximum funkcie f(z1,7s) = e~%t +e~2%2 pri ohrani¢en{
r1 + zo < 1, ak maja byt obidve premenné nezaporné.

CVICENIE 8.7. N4§jdite minima a maximé funkcie z = 2x1 + 2 pri ohraniceni
3 + 22 < 4.
CVICENIE 8.8. Vyrieste tilohu matematického programovania
3 — 50 4 20
minz = —- + m + 2y

ak z>1, y>1

CVICENIE 8.9. Firma mé tyzdenne k dispozicii 150 hodin préce, pricom za tito
pracu plati 9 € za hodinu. Dalsie hodiny préce vie zabezpetit pri nakladoch 15 € za
hodinu. Kapital sa da zadovazit pri nidkladoch 3 € za jednotku. Ked firma ziska K
jednotiek kapitdlu a L hodin préice tyzdenne, vie vyrobit K/3LY/? strojov. Kazdy
stroj sa predava po 150 €. Ako m4 firma maximalizovat tyzdenny zisk?
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9 KVADRATICKE PROGRAMOVANIE

Aplikaény priklad

Nech je f polyném n premennych z1,xs,...,T,, Cize
t
Tk,1 Tk,2 Tk,
flx1,29,...,2,) = E arpx" Xyt "
k=1

Stupeni f je maximum z 751+ Tk + -+ g, kde 1 < k <1

Uloha kvadratického programovania je taka iuloha matematického pro-
gramovania, v ktorej si vSetky ohranicenia linearne a ucelova funkcia je polyném
stupna nanajvys 2. To znamend, Ze iloha linedrneho programovania je Specidlna
uloha kvadratického programovania.

Uloha kvadratického programovania sa vyuziva pri urcovani optimélneho portfo-
lia. Zopakujme si, ze ak je S diskrétna ndhodné premennad, tak pre stredni hodnotu
plati

E(S)=> ax- P(S =),

pricom P(S = zy) je pravdepodobnost javu S = zj a suma ide cez vSetky hodnoty
Zk, ktoré moze S nadobidat. Ak je S spojitd ndhodnd premennd s rozdelenim f(z),
tak

Pre disperziu D(S) potom méme
D(S) = E([S - E(S)]?) = E(S?) - (E(S))?,

pricom 1/D(S) je Standardnd odchylka. Ak si S; a S2 ndhodné premenné, ich
kovariancia je

CO’U(Sl, 52) = E([Sl — E(Sl)][Sg - E(Sg)])

Nech su Sy, 59,...5, ndhodné premenné. Potom pre stredné hodnoty, disperzie
a kovariancie platia vztahy
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(C Sz: (z)

(51+s2+ + S, :E(Sl)—I—E(Sg) -+ E(S,)

D(S1+ 82+ +8p) = D(S1) + D(S2) + -+ D(Sp) + > _ cov(S;, S)
1£]

PRIKLAD 9.1. Student chce investovat 5000 € do troch fondov. Nech je S;
nihodna premennd reprezentujica vynosnost i-teho fondu. (Ciie ak S; = 0,13,
tak 1 € investovand dnes da 1,13 o rok.) Vieme, ze plati E(S;) = 0,15,
E(Ss) = 0,11, E(S3) = 0,1, dalej D(S7) = 0,2, D(S2) = 0,09, D(S3) = 0,18,
cov(S1,S2) = 0,05, cov(S1, S3) = 0,02 a cov(Sy, S3) = 0,03. Zostavte tlohu, ktorej
rieSenim bude portfélio s minimélnou disperziou pri o¢akdvanom vynose aspon 12%.

RIESENIE. Pri investicii z; etr do i-teho fondu bude vynos

(151 + 2252 + 3S53)
5000 )

Pre ocakavany vynos dostdvame

E(.’Elsl + 117282 + 117353) _ :ElE(Sl) + $2E(Sz) + $3E(83)

> 0,12,
5000 5000

¢o dava ohranicenie
0,1521 + 0,11z + 0,123 > 600.

Druhym ohrani¢enim je
T1 + x9 + 3 = 5000.

Zostava opisat ucelovi funkciu. Podla vztahov pred prikladom plati

3
D(z181 + x2S2 + x3S53) = ZD(miSi) +2- Z cov(x; S, x;5;) =
i=1

1<i<j<3

3
= fo -D(S;) +2- Z zixj - cov(S;, S;) =
i=1

1<i<j<3
= 0,227 + 0,0923 + 0,18z3 + 0,10x125 + 0,04z, 73 + 0,062923

Teda optimdlne portfélio ndjdeme vyrieSenim tlohy kvadratického programovania

min z = 0,227 + 0,0923 + 0,1823 + 0,102, 25 + 0,042,123 + 0,06z523
ak 0,15z1 + 0,11z + 0,123 > 600
1 +x9+2x3=5000. O
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Wolfeho metdda

Ulohu kvadratického programovania mozno rieSit Wolfeho metodou. Ta spociva
v aplikovani modifikovaného simplexového algoritmu na Kuhn-Tuckerove podmien-
ky. Objasnime si ju na priklade.

PRIKLAD 9.2. Vyrieste tlohu

minz = —r; — o + %x% + x% — X129
ak z1+22<3
—23?1 - 3.’172 S —6

T1,T2 > 0

RIESENIE. Premenné maju byt nezdaporné, a preto pouzijeme Vetu 8.3. Podla

tejto vety pre optimadlne rieSenie X = (z1, T2, ..., Z,) musi platit
2
Aj X) 1=1,2
63:1 ; gJ (X)

Ai(gi(X))=0 j=1,2

[8951 i)\ :|£Cz=0 i=1,2

G(X)>0  j=1,2
-/1:17'T27A17A2 Z 0

Teraz prepiSme do takéhoto tvaru zadanie prikladu.

—14x1—22+ A1 —2X2>0
—142x9 —x1+ A1 —3X2>0
MB—z1—29)=0
Aa(=6 + 271 + 322) = 0
[-14+ 2z —29+ A1 —2X2]21 =0
[—14 229 — 21 + A1 — 3A2]z2 =0
r1+x2 <3

—2x1 — 329 < —6
T1,T2, A1, A2 > 0

Ked prevedieme vSetky ohranicenia na rovnice, tak pri nezdpornej pravej strane
dostavame
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r1— $2+)\1—2)\2—61 =1

—.T1+ 2$2+ )\1—3)\2 — €9 =1
1+ Zo “+ v =3
2.’131+ 3.’172 — €3 =6
€1Tr1 = O, €99 = 0, )\1’01 = 0, )\263 =0

T1,T2, A1, A2, €1,€2,v1,€3 > 0

Vyuzili sme, Ze zo vztahu —1 + 21 — 29 + Ay — 2X3 —e; = 0 vyplyva e; =
= —14z, —x3+ A1 —2Ag —ey, Cize rovnicu [—1+x1 —z2 + A1 —2X3 — 1|21 mozZno
prepisat e;x; = 0. Podobne sme postupovali aj pri dalSich rovniciach.

Dodame nazaporné umelé premenné pq, ps, p3 a dvojfazovym simplexovym al-
goritmom najdeme pripustné rieSenie. Jedinym rozdielom oproti klasickému sim-
plexovému algoritmu bude, ze v Tubovolnej baze moéze byt vzdy nanajvys jedna
premennd z dvojice e; a x1, nanajvys jedna premennd z dvojice ey a x9, jedna z \;
a v1 a nanajvys jedna z dvojice Ay a ez. Rovnicami pre tivodni simplexovi tabulku
sd

T1— T+ A1—2Xa—eq + p1 =1
—z1+ 222+ A1 — 32 —e3 + p2 =1
r1t+ T2 + vy =3
2z14 3z4 —e3 +p3 =6

a nasou tulohou je minimalizovat ¢ = p; + p2 + p3, Cize

max(—q) = —p1 — P2 — p3 =221 + 422 +2X; —5Ag —e; —eg —e3 — 8.

Uvodnou simplexovou tabulkou je

T1 T2 A Ay e1 e v ez p1 P2 P3
pp |1 =1 1 -2 -1 0 0 0 1 0 0 |1
p |-1 ®» 1 -3 0 -1 0o o0 0 1 0 |1
w1 1 0 0 0 0O 1 0 0 0 0 |3
ps |2 3 0 0 0O 0O 0O -1 0 0 1 |6
—~q|-2 -4 -2 5 1 1 0 1 0 0 0 |-8

Pivota hfadame v stipci, v ktorom sa v poslednom riadku nachadza zaporné
¢islo. Stlpec A1 nie je vhodny, pretoze v baze mame v;. Zvolme si stlpec x5. Tu je
pivotom 2 a po uprave ziskame dalSiu tabulku
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T1 w2 A1 Ay er e v1 €3 p1 P2 P3
1 3 7 1 1 3
il U S B SO B
o —35 1 51 —35 0 —15 0 0 0 51 0 g
Ps @ 6o -5 3 0 5 0 -1 0 -5 1 13
—q | -4 0 0 -1 1 -1 0 1 0 2 0 —6
Teraz si zvolime pivota v prvom stfpci. Dostaneme
rT1 T2 A1 A2 e e vr €3 p1 P2 D3
12 29 5 1 5 1 | 6
s I S S SO /RO S
wlo o 3 3o VA e 1 oAl
v X g X Y ! 3 ! oo |
©n |10 -z 7 0 7 0 -7 0 -7 37 |7
12 29 5 1 2 8 6
—¢ 0 0 -7 5 1 7z 0 - 0 37 7 |7

Ked7e v; méme v baze, pivota nemdzeme hladat v stipci M. Zostdva stipec es.

T1 T2 A1 Az €1 €2 U1 €3 Y4 P2 y 21
pp | 0 0 @ -4 -1 -2 -1 0o 1 %2 o |2
zz |0 1 + -1 0o -+ L 0o o L 0 |4%
es /O 0 3 -1 0 -3 I 1 0o 3+ -1]|3
& |1 0 - 1 0 3 2 o0 0 -f o0 |32
-¢ |0 0 -2 4 1 2 3+ 0 0 3 1 |-2

Teraz uz v; v baze nie je, a preto mozeme hladat pivota v stipci A1-

Z1 T2 A1 A2 €1 €2 "1 €3 y4 D2 b3
R e N
w010 Lop Lo Lo
|0 o o DL Lm0 Lo
m |1 0 0 b b b d 0 b o-b o)
-¢ | 0 0O o0 o0 o0 o o0 1 1T 1 1 |0

Téato tabulka je uz optimdlna. Teda rieSenim je x; = % aLy = g. Naviac, tienoveé
ceny ohraniceni si A\; = % al=0. 0O

Vie sa, ze ak su vSetky vedice hlavné minory Hessidnu ucelovej funkcie kladné,
tak Wolfeho metdédou je vidy mozné néjst optimélne rieSenie ilohy kvadratického
programovania.
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Cvicenia

CVICENIE 9.1. Uvazujeme investicie do troch fondov. Ndhodna premenna S;
reprezentuje hodnotu, ktori dostaneme o rok pri investovani 1$ do fondu 7. Vieme,
ze E(Sy1) = 1,15, E(S;) = 1,22, E(S3) = 1,08, var(S1) = 0,09, var(S2) = 0,10,
var(Ss) = 0,01, cov(S1,S2) = 0,006, cov(S1,S3) = —0,004 a cov(S3,S3) = 0,005.
Chceme investovat 100$ a Zeladme si, aby bol o¢akdvany vynos aspon 15 %. Sfor-
mulujte ilohu kvadratického programovania na néjdenie portfélia s minimalnou
varianciou.

CVICENIE 9.2. Vyrie§te nasledujice 1ilohy kvadratického programovania Wolfe-
ho metédou.

a) minz = z? -2z, — b) minz = 2]+ x5 — 4x1 — 4z
ak 2371—.’1)2 S 1 ak 1+ xo §2
1+ <1 201+ 19 <3
z1,72 >0 1,72 >0
c) minz= 2:6%4—330% —8x1—9x9 d) maxz =2z —23:% —3x§+3x1 +4z,
ak  x1+2x9 <2 ak  x1+2x9 <5
3.’131+ ) Sg 2.’L‘1+ o S4
z1,72 >0 1,72 >0

CvVICENIE 9.3. Firma Fruit Computer Company vyraba pocitace Pear a Apricot.
Ak bude cena tychto pocitacov p;, respektive py, tak si schopni predat g; kusov
pocitacov Pear a gy kusov pocitacov Apricot. Vedia, ze p; = 4000 — 10q; + g2
a pa = 2000 — 9¢2 + 0,8¢;. Na vyrobu pocitaca Pear si potrebné 2 hodiny prace
a 3 ¢ipy. Na Apricot potrebuji 3 hodiny prace a 1 ¢ip. V stcasnosti je k dispozicii
5000 hodin préace a 4500 ¢ipov. Zostavte tilohu kvadratického programovania, ktora
maximalizuje vynos spolocnosti. Potom tlohu vyrieste Wolfeho metédou a urcte
horni hranicu sumy, ktorid je spolocnost ochotna zaplatit za nadcasy.

CVICENIE 9.4. Firma pouziva surovinu na vyrobu dvoch produktov. V procese
vyroby sa jedna jednotka suroviny zmeni na 2 jednotky vyrobku Vi, respektive
na 1 jednotku vyrobku V5. Funkcia dopytu pre Vi je p1 = 49 — z1, kde p; je
cena v dolaroch a z; je mnozstvo Vi. Dopyt pre Vi je po = 30 — 2x5. Jednotka
suroviny stoji 5$ a firma m4é k dispozicii 100 jednotiek suroviny. Sformulujte tilohu
matematického programovania maximalizujicu zisk firmy a vyrieste tito tlohu.
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10 GRADIENTNA METODA

Gradientna metdda

V predchadzajicich kapitoldch sme sa zaoberali metédami a algoritmami, kto-
rymi mozno vyrieSit optimaliza¢ni tlohu bud priamo, alebo po koneénom pocte
iteracii. Teraz uvedieme metddy, ktoré hladaji limitné rieSenie.

Gradientnou metédou sa rieSia optimalizacné tlohy bez ohraniceni, ¢ize

optz = f(z1,Z2,...,Tp) (1)
r1,%9,...,Tn €R

kde opt € {min, max}. Nech je A = (ay,as,...,a,) Iubovolny bod z defini¢ného
oboru f. Potom vektor

0f(A) 0f(A) of (A))
8x1 8$2 8$n

Vf(A):( , R Al

nazyvame gradient funkcie f v bode A. Ak v bode A existuji vSetky prvé parcidlne
derivéicie a A je rieSenim (1), tak je kritickym. Teda

Vf(A) = (0,0,...,0).

-----

rastom funkcie f v bode A. Teda ked sa posunieme z bodu A o velmi maly tsek,
najvacsi (najmensi) prirastok f dosiahneme, ak sa posunieme v smere (proti smeru)
gradientu.

Na tomto pozorovani je zalozend gradientnd metdéda s optiméalnym parametrom.
Ulohu (1) za¢neme riesit v 'ubovolnom bode, povedzme Ay = (0,0, ...,0). Uréime
smer, v ktorom sa mame z tohoto bodu posuniit a najdeme, o aky usek sa treba po-
sunut. Nato budeme potrebovat najst extrém funkcie jednej premennej. Dostaneme
dalsi bod Ai, v ktorom celid procediru zopakujeme. Kedze dizka gradientu v kri-
tickom bode je 0, iterdcie skonc¢ime vtedy, ked bude mat gradient ,mala* dizku.
Postup podrobnejsie opiSeme na nasledujicom priklade.

PRIKLAD 10.1. N&jdite minimum funkcie f(z1,x2) = 3z + 415 — 611 + 425.
RIESENIE. Pre X = (z1,z2) mdme
af(X) af(X)

8$1 ’ 8$2
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Zaéneme v bode Ay = (0,0). Tu Vf(Ay) = (—6,4), pricom dizka gradientu je
|IVf(Ao)|| = /(—6)2 + 42 = 7,21. Pre dalsi bod A; mame

Ay =Ag+t- Vf(A()) = (0— 6t,0+4t)
pre vhodné t. Ked dosadime A; do f, dostaneme

f1(t) = 3(0—6t)% 4 4(0+4t)* — 6(0—6t) + 4(0+4t) =
= 108t2 + 64t2 + 36t + 16t = 172> + 52¢.

Néjdeme minimum fi(¢). Plati f{(¢) = 344¢ — 52 a f{(t) = 0 pre t = 322 = 2.

Kedze fi'(t) = 344 > 0, nasli sme minimum funkcie f;. Preto pre dalsi bod mame
A= (0-67%2,0+4= 13') (B,52) = (32, =28). Tym sme ukon¢ili prvi iterdciu
gradientnej metddy.

Teraz celi procediru zopakujeme v bode A;. Opat najprv nijdeme gradient.
Platf Vf(4:1) = (632 — 6,822 + 4) = (52, 32°), pricom dizka gradientu je
[|IVf(A1)|| = 1,01. Pre bod Ay méme

Ay=A1+t-Vf(A) = (3 - 5t 22— 51

pre vhodné ¢t. Ked dosadime As do f, dostaneme
falt) = 3(39 24t) +4( —26— 36t) 6(39 24t) +4( 2(1;36t) _
= g7 (— 7267+ 1872t + 6912¢%).

Teraz fj(t) = 3= (13824t + 1872) a fj(t) = 0 pre t = 75222 = =13 Kedze pre
"

druhi derivaciu fo v t plati f§/(¢t) > 0, nasli sme minimum funkc1e fz Preto pre
dalsi bod méme A; = (32 + 2213 _4%,6 + 3883 = (328, 5182). Tym sme ukonéili
druhi iterdciu gradientnej metédy. Kedze ||V f(A2)|| = 0,13, bod As je uz ,velmi

blizko“ rieSeniu danej tlohy. [

Predchédzajici priklad bolo moZné riesit priamo. Pre kriticky bod A = (a1, as)
plati Vf(A) = (0,0) ak 6a; — 6 =0 a 8as + 4 = 0. Z toho dostdvame A = (1, 5").
Vsimnime si, ze ||A — Ay|| = 0,02, ¢ize bod As je naozaj velmi blizko optimélneho
rieSenia.

Metdéda pripustnych smerov

Téato metdda je v podstate gradientnou metédou pozmenenou pre tlohy s ohra-
nic¢eniami v tvare nerovnic. Rozoberieme len najjednoduchsi pripad maximaliza¢ne;j
ulohy, ked st vSetky nerovnice linearne. NaSou tlohou bude vyriesit

max z = f(x1,%2,...,Tn)
ak A-X<B
X>0
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kde A je matica koeficientov typu m x n, X je stfpec premennych z1,2o,...,2,, B
je stfpec konstant pravej strany a 0 je stfpec n nil. (Poznamenajme, Ze ked to bude
vhodné, tak symbolom X budeme oznafovat aj riadok premennych.) Klic¢ovym
pozorovanim je, ze ak pre gradient funkcie f v bode A a nejaky vektor D plati, ze
skaldarny sicin V f(A)-D > 0, tak ked sa posunieme z A v smere D o ,maly kisok*,
tak v novo ziskanom bode bude hodnota ucelovej funkcie f vacsia.

Metéda pripustnych smerov pozostava z inicializacie a z dvoch krokov.

Krok 0 (inicializacia): Ndjdeme jedno pripustné rieSenie Ay. Kedze vsetky ohra-
nicenia su linedrne, pripustné rieSenie moézeme ndajst pomocou dvojfazového sim-
plexového algoritmu).

Krok 1: Pre pripustné rieSenie A; vyrieSime tlohu linedrneho programovania

max z; = Vf(4;) - D;

ak A-D;<B
D; >0

Vsimnime si, Ze ak je D; rieSenim tejto dlohy a A; nie je, tak plati Vf(A;) - D; >
Vf(A;) - Ay, cize Vf(A;) - (Di — Ai) > 0.

Krok 2: Zostrojime novy bod A;+1 = A; + t(D;—A;), kde t je rieSenim maxi-
malizacnej ulohy jednej premennej

max f(A; +t(D;—A;))
ak 0<t<1
Kedze plati
A-Ai1=A-(A;+t(D;—A;)=(1-t)A-A; +tA-D; < (1-t)B+tB =B

tak A;41 je opat pripustnym rieSenim. Dalej pokra¢ujeme krokom 1.

Algoritmus skon¢ime vtedy, ked budu nasledujice body ,velmi blizko“. Ak je
funkcia f konkavna, v kazdom kroku ziskame hornu hranicu na rieSenie, ktorou je
f(A;) + Vf(A:)(Di—Ai)-

Opisany postup demonstrujeme na nasledujicom priklade.

PRIKLAD 10.2. Vyrieste ilohu matematického programovania,
max z = f(21,T2) = —222 — 323 + 22129 + 471 + 622

ak z1+z20<2

1,22 > 0

RIESENIE. Pre X = (x1,22) mame

o1 - (#0240

) = (—4z1 + 229 + 4,221 — 622 + 6).
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Kedze bod Ay = (0,0) vyhovuje ohrani¢eniam, zatneme v tomto bode.
Potom V f(Ap) = (4,6). Teda potrebujeme vyriesit ilohu

max z = 4d; + 6d»

ak di+dy <2
di,dy >0

Této tloha ma trividlne rieSenie Dy = (d1,d2) = (0,2). Pre dalsi bod mame
Ay = Ag + t(Do—Ap). Kedze f(A1) = f(0+ 0,0+ 2t) = —12t% + 12¢, tak ¢ je
rieSenim

max f(0,2t) = —12t* + 12¢
ak 0<t<1
Tu f/'(t) =12 — 24t a f"(t) = —24 < 0, &ize maximum sa nadobtda pre ¢ = 1.

Preto A; = Ag + t(Do—Ao) = (04 30,0+ 32) = (0,1). Tu f(A1) = -3+6 =3,
pricom hornd hranica na rieSenie je

f(Ao) + Vf(Ao)(Do—Ap) = f(0,0) + (4,6) - [(0,2)—(0,0)] = 12.
Teraz V f(A1) = (6,0). Teda potrebujeme vyriesit tlohu
max z = 6d; + 0dy

ak di+dy <2
di,d2 >0

Uloha m4 trividlne riesenie Dy = (di,ds) = (2,0). Pre dalsi bod méme Ay =
A1 +t(D1—A;). Kedze f(A2) = f(0+2t,1—¢) = —2(2t)% — 3(1-t)2 +2(2¢)(1—-t) +
4(2t) + 6(1—t) = —15t% + 12t + 3, tak t je riesenim

max f(2t,1—t) = —15t> + 12t + 3
ak 0<t<1

Tu f/(t) = 12 — 30t a f"(t) = —30 < 0, ¢ize maximum sa nadobida pre ¢t =
9,4, pricom hornd hranica na rieSenie je

f(A1) + V(A1) (D1—Aq) = f(0,1) + (6,0) - [(2,0)—(0, 1)] = 15.

[
Teraz V f(Ag) = (—4% —|-2% +4, 2% - 6% +6) = (2,4). Teda potrebujeme vyriesit
tlohu

2
5

max z = 2d; + 4ds

ak di+dy <2
di,d2 >0
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Aj tato tiloha ma trividlne riesenie Dy = (dy,d3) = (0,2). Pre dalsi bod méme

Az = Ay + t(Da—A2) = (3-t3,2 +t(2-2)). Kedze f(A4s) = f(35H,3L1) =

rieSenim
4—4t 347 47,2 | 20 27
max f(45%, 3£%) = -2 + Dt 4+ 3
ak 0<t<1
Tu f'(t) = % — %415 a f''(t) = —%4 < 0, ¢ize maximum méame pre ¢ = % = %.

4 4 7 4 :
Preto Az = Ay + t(Da—A2) = (5 — 195, 2 + B 1) = (33, Z1) Tu f(43) = 5,83,
pricom hornd hranica na rieSenie je

f(A2) + Vf(A2)(Da—Az) = f(5,3) +(2,4)-[(0,2) (5, 2)] = & = 9.4.

V iteraciach by sme mohli pokracovat, no teraz sa uspokojime s bodom Aj
a s tym, Ze pre optimum f* funkcie f plati 5,83 < f* <94. O

Predchédzajici priklad sa dal riesit aj pomocou Kuhn-Tuckerovych podmienok.
Potom by mala tloha tvar

max z = f(21,T2) = —222 — 323 + 22129 + 471 + 622

ak g(x1,29) =2—21 — 23>0

1,22 > 0

a bez ohranic¢eni na nezdpornost premennych by sme mali rie§it systém

0 0
pr. (A)-I—)\a—xlg(A) =0

0 0
92s (A)+)\a—$2 (A)=0
Mg(A) =0

Clze

—4a1 +2a9+4—-—A=0
2a1 —6ay +6—-A=0
)\(2—0,1—@2):0

Pricom ak A = 0, tak riesenim je A = (a1,a2) = (1,8,1,6), ¢o nevyhovuje ohrani-
¢eniam, avSak ak A > 0 tak A = (a1,a2) = (1,1) a A = 2. Preto je optimélne
rieSenie A = (1,1) s hodnotou 1dcelovej funkcie f(A) = 7.

Zaverom poznamenajme, ze v pripade, ked nepozadujeme nezdpornost premen-
nych, tak tito podmienku vypustime v kroku 1. Takto upraveny algoritmus bude
rieSit novu tdlohu.
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Cvicenia

CVICENIE 10.1. Gradientnou metédou néjdite rieSenia tloh
max z = —(z1—-2)% — 2, — 22

max z = 2x1x9 + 2x9 — .’B% — 23:%

o
— D T

o

1 — Z1 T2
mmz-cw-}-:c1

—(z1tz2) _

o

min z = (z14x7)e 1

CVICENIE 10.2. Relaxacnd metdéda spociva v zlepSovani daného rieSenia pos-
tupne v smere vSetkych premennych 1icelovej funkcie. Tieto smery vyuZijeme na-
miesto gradientu, avSak to, o aky usek sa mame posunit, zistime presne tak isto
ako v gradientnej metdde. VyrieSte vietky priklady predchddzajiceho cvicenia po-
mocou relaxacnej metody.

CVICENIE 10.3. Metédou pripustnych smerov vyrieSte tlohy

a) minz=z? -2z, — 1y b) minz = 23 + 22 — 4z, — 4y
ak 2x;1— 29 <1 ak  xi1+x9 <2
r1+22 <1 2x1+ 12 <3
z1,22 > 0 z1, T2 > 0
¢) minz = 2z%+3z3— 8z — 9z, d) maxz = 2r12y— 222 — 3254321 +4x,
ak 1+ 2x9 <2 ak  z1+2x9 <5
3r1+ 22 <3 2z1+ z2 <4
z1,22 >0 r1,22 20

CVIGENIE 10.4. Obsah trojuholnika je /s(s—a)(s—b)(s—c), pri¢om a, b a c
su dfiky jeho stran a s = %”“. Mame k dispozicii 60 metrov pletiva a chceme
oplotit dzemie tvaru trojuholnika. Pomocou vyssie uvedeného vzorca zistite, ako
maximalizovat oplotenu plochu.

CVICENIE 10.5. Ako sa zmeni rieSenie predchddzajiceho cvicenia, ak jednou
stranou trojuholnika bude breh rieky, takze pletivo pouzijeme len na zvys$né
2 strany?
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11 DUALITA 2

Sedlové body a Lagrangeova funkcia

Majme funkciu F(X,Y) : R* x R™ — R, kde X € R* a Y € R™. Ak pre bod
(A,B) = (a1,a2...,an,b1,ba,...,by) plati, ze F(A, B) = miny F(X, B) a zdroven
F(A,B) = maxy F(A,Y), tak (A, B) nazyvame sedlovy bod funkcie F.

VETA 11.1. Ak je (A, B) sedlovy bod funkcie F(X,Y): R* x R™ — R, tak

max min F(X,Y) = F(A,B)= min max F(X,Y).
Y ER™ X €Rn X€ERn Y eR™

DOkAzZ. Najprv si véimnime, Ze pre kazdy bod (A’, B') plati

min F(X,B") < F(A',B') < max F(A")Y).
XeRn Y erR™

Pre rozne Y nadobida miny F(X,Y) rozne hodnoty. Zvolme za B’ také Y, pre
ktoré je miny F'(X,Y) maximélne. Analogicky, zvolme za A’ také X, pre ktoré je

maxy F'(X,Y) minimélne. Potom

max min F(X,Y)= min F(X,B) < F(4',B") <

YeR™ XeRn XeRn
< max F(A)Y) = min max F(X,Y).
YeR™ XER™ Y ER™

Kedze (A, B) je sedlovy bod, plati

min max F(X,Y) < max F(A,Y)=F(A,B) =

XeR" YER™ YeR™
= min F(X,B) < max min F(X,Y),
XeRn YEeR™ X eRn

¢o spolu s predchadzajicou nerovnostou dava pozadované tvrdenie. [J

Uvazujme vSeobecnu tulohu matematického programovania
minz = f(X) (P)
ak ¢;(X)>0, i=1,2,...,m
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pricom X = (z1,z2,...,Z,). K tejto tilohe zostrojime Lagrangeovu funkciu
i=0

kde Y = (y1,¥2,-..,Ym) je nezdporny vektor. Potom ak je (A4,A) sedlovy bod
funkcie F(X,Y), tak A je rieSenie tlohy P. Dokonca plati viac. Ak si funkcie f
a g; ,pekné“ (tieto funkcie si vzdy ,pekné* ak je f konvexna kvadratickd funkcia
a g; su linedrne), tak pre kazdé rieSenie A problému (P) existuje nezaporny vektor
A taky, ze (A, A) je sedlovym bodom Lagrangeovej funkcie F'(X,Y).

Toto tvrdenie pontika nové moznosti pre rieSenie problému (P). Keby sme poznali
druhi zlozku sedlového bodu A, tak riesenim (P) by bol taky vektor A, pre ktory
F(A,A) = minx F(X,A). Podla predchddzajiceho, A je riesenie tilohy

max z = G(Y)

kde G(Y)= min F(X,Y) (D)

a Y > 0.

Uloha (D) je dudlnou tlohou k primérnej tlohe (P). Tato dudlna iloha je
pekné v tom, Ze ma len ohranicenia na nezdpornost premennych. Zatial ¢o s ohra-
ni¢eniami primdrnej tlohy g¢;(X) > 0 sa pracuje pre zlozitejsie funkcie g; velmi
obtiazne, s ohrani¢eniami na nezdpornost sa pracuje jednoducho. Problém je vo
funkcii G(Y'). T vo vSeobecnom pripade nevieme zostrojit. AvSak ak si funkcie f
a g; ,pekné“ (pozri pozndmku vyssie), tak pre gradient funkcie G(Y') plati

VG(Y) = (= 01(A4), —ga(4), .., —gm(4)),
kde A je rieSenim tdlohy miny F(X,Y).

Dualita, ako sme ju definovali teraz, nijako nie je v spore s definiciou z kapitoly 4,
venovanej linedrnemu programovaniu. Majme primarnu tlohu

minz =C- X7 (PL)
ak A-XT>BT,

kde C a X st riadkové vektory diZky n, B je riadkovy vektor dfiky m a A je matica
typu m xn. V tejto tilohe (podobne ako v ilohe (P) matematického programovania)
nepozadujeme nezapornost premennych. Lagrangeova funkcia m4 tvar

FX,Y)=C-XT-vY(A-XxT - BT),
kde Y je nezaporny riadkovy vektor dfiky m. Potom

G(Y) = min F(X,Y):;niﬂg[C-XT—i—Y-BT—Y-A-XT]:
eRm [SINNG

= B-YT + min X-(CT—AT-YT)} -

B-YT ak CT AT .yT =T
eRrn

—00 inak
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kde 0 je nulovy riadkovy vektor diiky n. Teda dudlna tuloha je
maxG(Y)=B-Y7T

ak AT .yT =C7T (DL)
a Y > 0.

respektive —oo ak tloha (DL) nemd pripustné rieSenie. Vsimnime si, ze (DL) je
duélna k (PL) podTla kapitoly 4.

Uzawova metdda

Ako bolo mozné vidiet v predchidzajticej kapitole, gradientnd metéda konver-
guje velmi rychlo, zatial ¢o metéda pripustnych smerov konverguje pomaly. Ked
v8ak aplikujeme mélo pozmeneni gradientni metédu na ilohu (D), konvergencia
zostane rychla. Takto dostaneme Uzawovu metédu, ktord je vlastne gradientnou
met6dou tlohy (D). Touto metédou budd naSe ¢iastkové rieSenia v druhej zlozke
konvergovat k druhej zlozke A sedlového bodu funkcie F'(X,Y), pricom prvé zlozky
budi konvergovat k optimédlnemu rieSeniu A primérnej dlohy (P).

Uzawova metodda pozostava z inicialicacie a z dvoch krokov.

Krok 0 (inicializécia): Zvolime Ay = (0,0,...,0). Neskor bude Ay funkciou p,
preto piseme Ag(p).
Krok 1: Polozime za Ay a pr_; rieSenie tlohy

in F(X,Ap_
<oin F(X, Ak-1(p)),

pricom po dosadeni pg_1 uréime Ag_1 = Ag_1(pr_1).
Krok 2: Posunieme sa z bodu Ag_; v smere gradientu, ¢ize pre uz uréené Ax_1 =
(A1, A2, - .-, Am) polozime

A = (max{\;—pg1(Ax), 0}, max{A2—pga(Ax), 0}, . .., max{Am—pgm(Ax), 0})

Dalej pokra¢ujeme krokom 1.
Algoritmus skonc¢ime vtedy, ked budi nasledujice body ,,velmi blizko*.

Vyhodou Uzawovej metddy je, Ze nahradza tilohu s ohrani¢eniami postupnostou
uloh bez ohraniceni. T4to metdda urcite konverguje pre ulohy kvadratického pro-
gramovania, v ktorych je ucelova funkcia konvexna. AvSak konverguje aj v inych
pripadoch.

Nasledujtci priklad demonstruje Uzawovu metodu.
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PRIKLAD 11.1. Vyrieste ilohu matematického programovania,

1

i, 1.2 2, 1,2
minz = 57 + 525 + 523 — 3x2 — I3

ak z1+zo+123<1

.’L‘Q—il?ggl

RIESENIE. Najprv upravime nerovnice do Standardného tvaru

1—21 — 2z — 23 = g1(z1, T2, x3)

>
1 — 3 + 23 = g2(w1, T2, T3) >

Zostrojime Lagrangeovu funkciu
F(.’El, T92,T3, )\1, )\2) = %SE%%—%SE%%—%.’I}%—&CEQ—583—Al(1—$1—$2—$3)—)\2(1—$2+$3)

V inicializatnom kroku zvolime Ay = (0,0). Teraz potrebujeme néjst A;. Nato
by sme mali vyriesit ilohu

min z = %x% + %x% + %x% —3x9 —x3 — 0(l—z1—29—23) — 0(1—22+23).

V kritickom bode (a1, as, ag) sa vietky prvé parcidlne derivacie rovnaji 0, ¢ize plati

a1:0
a2—3:0
a3—1:0

a preto je jedinym kritickym bodom (0, 3,1). KedZe Hessidn, ¢ize matica druhych
parcialnych derivécii, je identickd matica, fubovolny kriticky bod je minimom. Teda
A1 =(0,3,1).

Mame ¢1(A;1) = —3 a g2(A41) = —1, a preto

A1(p) = (max{0—p(-3), 0}, max{0—p(—1),0}) = (max{3p, 0}, max{p, 0})

¢im sme ukoncili prvi iteraciu algoritmu.
Teraz najdeme Ay vyrieSenim ulohy

minz = 327 + 123 + 123 — 3z — 23 — 3p(1—31—22—23) — p(1—T2+13).

V kritickom bode (a1, as, a3, r) sa vietky prvé parcidlne derivicie rovnaji 0, ¢ize
plati

a1 +3r=0
az —3+4r=0
az—1+2r=20

3a1 +4as + 2a3 =4
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Teraz ked si vyjadrime aq, as a az pomocou r a takto upravené vyrazy dosadime
do stvrtej rovnice, dostdvame r = ;—8. To po dosadeni ddva A; = (‘;’—8, %). Dalej
mame Ay = (532, g—g, 5 ), pretoze Hessidn je opét identickd matica. (Pripomefime,
ze Hessian obsahuje druhé parcidlne derivacie iba podla premennych z, x5 a x3,
pozri Kapitolu 7.)
Méme g1(A2) = 2 a g2(A2) = 52, a preto
As(p) = (max{33—p=;, 0}, max{13+ps5,0})

¢im sme ukoncili druhu iterdciu algoritmu.
V dalsom riesime tilohu

30—3p
29

10;—99’) (1—$2+$3).

e, 1,2 1.2 1.2
minz = 57 + 525 + 523 — 3T2 — T3 — (1—z1—x9—13) —

V kritickom bode (a1, as,as,r) sa vietky prvé parcidlne derivicie rovnaji 0, ¢ize
plati

30 3
(1,1—}—2—9—%7" 0
3 40 6
az — +2_9+ET 0
1 20 12
as — +2_9_ET_0

%(1—331—.172—.’13‘3) — %(1—3324-173) =0

Teraz ked si vyjadrime a1, as a az pomocou r a takto upravené vyrazy dosadime
do §tvrtej rovnice, dostdvame

3 (29 3 30 6 47 12 9 9 (29 6 47 | 12 9\
35(20 30"t oo T 25" 35257 "25) ~ 25(29 T 25" "5 T 357 T35) =0

¢o po tprave dd —63r + 30 = 0, ¢ize r = 2. Potom

Ay = (max %—%%,0},max{é—g+%2—%,o}) = (3_8(;, %)

Dostévame Az = (%, %, ;—83), pretoze Hessidn je opat identickd matica. V tomto
bode algoritmus skon¢ime, pretoze bod Az je ,,velmi blizko“ predchddzajiceho bodu
As. Teda bod A3z prehldsime za priblizné rieSenie ilohy. [

Predchédzajici priklad sme mohli rieSit aj pomocou Kuhn-Tuckerovych pod-
mienok. Tie davaju rovnice

a1+ =0
as—3+A1 +X=0
az3— 1+ —X2=0
A (1—ay—ag—agz) =0
A2(l—ag+a3) =0
Teraz pre A} = As = 0 dostdvame A = (0,3, 1), ¢o je bod, ktory nevyhovuje

ohrani¢eniam.
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Pre Ay =0 a Ay > 0 mame z; = 0. S¢itanim druhej a tretej rovnice dostavame

T9 + w3 = 4, o spolu s poslednou rovnicou ddva A = (0,3,32). Ani tento bod

1272
nevyhovuje ohranic¢eniam.
Pre A1 > 0 a Ay = 0 sc¢itanim vsSetkych Styroch rovnic dostdvame A; = 1 a na-
sledne A = (1,2,0), ¢o opét nevyhovuje ohrani¢eniam.

Zostava pripad A1 > 0 a Ay > 0. VyrieSenim stustavy piatich linearnych rovnic

s piatimi nezndmymi dostdvame rieSenie A = (—1, g, %) prid; =1a X = %

Pre bod A3 z predchddzajiceho prikladu mame ||A3z — A|| = 0,028.

V predchadzajicej kapitole sme Priklad 10.2 rie§ili metédou pripustnych smerov
a konvergencia bola velmi pomald. Ukdzeme, ako si s tymto prikladom poradi Uza-
wova metoda.

PRIKLAD 11.2. Vyrieste dlohu matematického programovania,
max z = f(x1,23) = —2x% - 3x§ + 2x129 + 421 + 622

ak 21 +20<2

r1,T2 > 0

RIESENIE. Ulohu budeme riesit bez podmienok na nezapornost premennych. Az
keby nam rieSenie vychadzalo zaporné v niektorej premennej, priddme ohranicenie
na nezapornost. Budeme teda riesit ilohu

min —z = —f(x1,23) = 222 4 322 — 22175 — 421 — 629
ak g(x1,29) =2—21 — 23>0
Lagrangeovou funkciou bude
F(z1,22,\) = 223 + 323 — 22179 — 471 — 625 — A(2—21—12)

V inicializa¢nom kroku zvolime Ay = 0. Teraz potrebujeme ngjst A;. Nato
vyrieSime ulohu

min —z = 223 + 33 — 22,75 — 421 — 629 — 0(2—21—12)
V kritickom bode (a1, a2) sa vietky prvé parcidlne derivacie rovnajui 0, ¢ize plati

4a1—2a2—4:O
—2@1+602—6:0

a preto je jedinym kritickym bodom (3, ). KedZe Hessidn je matica
4 =2
-2 6
ktorej prvy minor mé hodnotu 4 a druhy 20, v kritickom bode je minimum, a teda
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Méme2—%—%:—%, a preto

Ai(p) = (max{0—p(=F),0}) = (max{{p,0})

¢im sme ukoncili prvi iteraciu algoritmu.
Teraz najdeme Ay vyrieSenim tlohy

min —z = 223 + 323 — 22,29 — 41 — 629 — %p(Z—xl—m)
V kritickom bode (a1, a2, 7) sa vetky prvé parcidlne derivécie rovnaji 0, ¢ize plati
day —2ay — 4+ Ir=0
—2a1 4+ 6az —6+ Ir =0
—24a1+ay3=0

a preto je jedinym kritickym bodom (1,1, 2%). To ddva A; = max{IX,0} =2 a
Az = (1,1), pretoze Hessidn je td istd matica ako pri prvej iteracii.
Mame 2 —1—1 =0, a preto

Aa(p) = (max{2-p0,0}) = (2)
To znamend, ze budeme riesit tu istd tlohu ako v predchadzajicom a dostidvame
staciondrny bod algoritmu. Teda bod A; = (1,1) je rieSenim tlohy pri tiefiovej
cene ohranicenia A = 2. Toto rieSenie je presne to, ktoré sme nasli pomocou Kuhn-
Tuckerovych podmienok v predchadzajicej kapitole. [

Cvicenia

CVICENIE 11.1. Vyrieste ulohu z Prikladu 11.2 s podmienkami na nezapornost
premennych.

CVICENIE 11.2. Uzawovou metdédou vyrieste tilohy

a) minz =z} — 2z, — 9 b) minz =z} + x5 — 4z, — 4ay
ak 2.’171—.’1)2 S 1 ak 1+ xo §2
Tr1+ To Sl 25[;1-}-.’132 §3
z1,22 >0 z1,22 >0

¢) minz = 2z?+325—8z; — 91,

ak  x1+2x9 <2
3r1+ 22 <3

1,22 > 0

d) maxz =2z — 222 — 322+ 3z, +4x

ak  x1+2x9 <5
21+ 22 <4

1,22 >0
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CVICENIE 11.3. N4jdite maximum funkcie f(z1,22) = e~ %! + e~ 2%2 pri ohrani-
ceni 1 + o < 1, ak maju byt obidve premenné nezdporné, pomocou Uzawovej
metody.

CVICENIE 11.4. N§jdite maximum kvadratickej funkcie troch premennych

f(x1, 22, 23) = —2% — 203 — 323 + 22129 + 279w3 + 421 + 425 + 623 pPri ohraniceniach
1+ 229+ 323 <6 a 2x1 + o + 33 < 9, pomocou Uzawove] metddy.
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